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 بررسی سیستم های مرتبه دوم 
قطب  2باشد، به عبارت دیگر سیستم  2شود که معادله مشخصه آن از درجه گفته می  2سیستمی مرتبه 
 حلقه بسته دارد. 

  ی درجه بالا، با سیستم ها یدارا یتقریب زدن سیستم ها و ی عمل یاز سیستم ها یبدليل تشابه بسیار
كنترل مرتبه  ی برخوردار هستند هر چند در عمل سیستم ها ی درجه دوم، اين سیستم ها از اهمیت خاص 

 . باشند ی نادر م دو

 سیستم كنترلي مرتبه دوم زير را در نظر بگيرید :

 
 بصورت ستمیس نيحلقه بسته ا ليتابع تبد

𝑇(𝑠) = 𝑘

𝜔𝑛
2

𝑆(𝑆 + 2𝜁𝜔𝑛)

1 +
𝜔𝑛

2

𝑆(𝑆 + 2𝜁𝜔𝑛)

=
𝑘𝜔𝑛

2

𝑆2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑆 + 𝜔𝑛
2 

 

نسبت  ميرایی  = 𝜁 

سیستم  طبیعی  ناميراشونده  سیستم  = 𝜔𝑛 

بهره  = 𝑘 

ضریب  ميرایی  = 𝜁𝜔𝑛 = 𝛼 
 

 بدست آوردن پاسخ به ورودی پله:

 نوع پاسخ به محل قطب های سیستم بستگی دارد. 

𝑆2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑆 + 𝜔𝑛
2 = 0 
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 ریشه ها : 

𝑆1 = −𝜁𝜔𝑛 + 𝜔𝑛√𝜁2 − 1 

𝑆2 = −𝜁𝜔𝑛 − 𝜔𝑛√𝜁2 − 1 
 کنیمتعیين می  𝜁محل قطب ها را براساس مقادير مختلف 

  𝑆2 و 𝑆1 < 0                   𝜁 > 1    upper damping   1)  حالت  فوق  ميرایی 

𝑆1 = −𝜁𝜔𝑛 + 𝜔𝑛√𝜁2 − 1 

𝑆2 = −𝜁𝜔𝑛 − 𝜔𝑛√𝜁2 − 1 

 
 . شود ی ميزان بیشتر بود یا زیاد شود، سرعت سیستم كندتر م هرچه اين ی صلا نوسان نداریم ولا

𝐶(𝑡)    ⟸پاسخ کلی در حوزه زمان  = 𝑘1𝑒𝑠1𝑡 + 𝑘2𝑒𝑠1𝑡 + 𝑘3                       

  𝑆2 و 𝑆1 = −𝜁𝜔𝑛                 𝜁 =  2)  حالت  ميرای  بحرانی                       1
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 باشدی بهترين سرعت در حالت بدون نوسان م یدارا ی بحران ی حالت ميرای

𝐶(𝑡)    ⟸پاسخ کلی در حوزه زمان  = 𝑘1𝑒𝑠1𝑡 + 𝑘2𝑒𝑠1𝑡 + 𝑘3                        

          0 < 𝜁 < 1        under damping    3)  حالت  زير ميرا  یا ميرایی  ضعیف 

𝑆1 = −𝜁𝜔𝑛 + 𝑗𝜔𝑛√1 − 𝜁2 

𝑆2 = −𝜁𝜔𝑛 − 𝑗𝜔𝑛√1 − 𝜁2 

𝜔𝑑 =  𝜔𝑛√1 − 𝜁2   ⟸  فرکانس  طبیعی  ميرایی 

 
   :پاسخ کلی در حوزه زمان

𝐶(𝑡) = 𝑘1𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑑 + 𝑘2𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝑑 + 𝑘3          

 اندازی بالا است.زمان رسیدن به حالت پایدار زیاد است، اما سرعت راه

𝑆2 و 𝑆1 = ±𝑗𝜔𝑛                 𝜁 =           4)  حالت  نوسانی  ناميرا                       0
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 𝜔𝑛  شود با فركانس ی م ی سیستم كاملا نوسان

𝐶(𝑡) = 𝑘1𝑐𝑜𝑠𝜔𝑛𝑡 + 𝑘2𝑠𝑖𝑛𝜔𝑛𝑡 + 𝑘3 ⟸  پاسخ  کلی  در حوزه  زمان 

                 𝜁 <     5)  حالت  ناپایدار                              0

𝑆1 = −𝜁𝜔𝑛 + 𝑗𝜔𝑛√1 − 𝜁2 

𝑆2 = −𝜁𝜔𝑛 − 𝑗𝜔𝑛√1 − 𝜁2 

 

𝐶(𝑡) = 𝑘1𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑑 + 𝑘2𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝑑 + 𝑘3  

 

0*بررسی پاسخ میرای ضعیف به ورودی پله در حوزه زمان:   < 𝜁 < 1   

 
𝐶(𝑠)

R(s)
=

𝑘𝜔𝑛
2

s2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

⟹ 𝐶(𝑠) = R(s) ×
𝑘𝜔𝑛

2

s2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

 

 
 

R(s) =
1

𝑠
⟹ 𝐶(𝑠) =

1

𝑠
×

𝑘𝜔𝑛
2

s2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

⟹ ℒ−1 ⟹ 𝐶(𝑡) 
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 به صورت زير است. 2پاسخ ميرا ضعیف هر سیستم مرتبه 

 

 مهم:   ف ی تعار 

زمانی است که طول می کشد تا پاسخ براي اولين بار به نصف مقدار نهایی خود  :(𝑡𝑑) زمان تاخير-1
 .برسد

درصد مقدار نهایی خود برسد.   100مدت زمانی که طول می کشد تا پاسخ از صفر تا  :(𝑡𝑟) زمان صعود-2
 ( .%هم آمده است 95 %تا   5%یا   90%تا  10)در بعضی از متون 

دامنه اولين پیك پاسخ به مقدار نهایي كه به  :Over Shoot (𝑀𝑝)جهش نسبی یا درصد بالا زدگی -3
 .صورت درصد بیان مي شود

 حداکثر برسد.کشد تا خروجی به مقدار طول می زمانی است که  :(𝑡𝑝)زمان اوج -4

  %2زمانی که طول می کشد تا پاسخ به تغیيرات قابل قبولی در حدود  :(𝑡𝑠)زمان نشست یا استمرار -5
 تا

 .در آن محدوده نيز باقی بماند  مقدار نهایی برسد و % 5 

  :(𝐶𝑠𝑠)مقدار نهایی خروجی -6

  :(𝐶𝑚𝑎𝑥)حداکثر مقدار خروجی -6
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 :(𝑡𝑑) زمان تاخير

𝑡𝑑 =
1 + 0.7𝜁

𝜔𝑛
 

 :(𝑡𝑟) زمان صعود

𝑡𝑟 =
𝜋 − 𝜃

𝜔𝑑
°𝜃     ،   𝜃 برحسب رادیان    ,      = 𝑐𝑜𝑠−1𝜁                 

 (𝜔𝑑)فرکانس طبیعی ميرایی 

𝜔𝑑 =  𝜔𝑛√1 − 𝜁2 

 :(𝑡𝑝)زمان اوج 

𝑡𝑝 =
𝜋

𝜔𝑑
 

 :Over Shoot (𝑀𝑝)جهش نسبی یا درصد بالا زدگی 

𝑀𝑝 = 𝑒
−

𝜁𝜋

√1−𝜁2
× 𝑀𝑝         یا      100 = 𝑒−𝜋 𝑐𝑜𝑡𝜃 × 100 

𝑀𝑝 =
𝐶𝑚𝑎𝑥 − 𝐶𝑠𝑠

𝐶𝑠𝑠
× 100 

 :(𝑡𝑠)زمان نشست یا استمرار 

𝑡𝑠(%2) =
4

𝜁𝜔𝑛
         ،       𝑡𝑠(%5) =

3.2

𝜁𝜔𝑛
 

 
 :(𝐶𝑠𝑠)مقدار نهایی خروجی 

𝐶𝑠𝑠 = lim
s→0

𝑆𝐶(𝑠) = 𝑘3 
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 :(𝐶𝑚𝑎𝑥)حداکثر مقدار خروجی 

𝐶𝑚𝑎𝑥 = 𝐶𝑠𝑠(𝑒−𝜋 𝑐𝑜𝑡𝜃 + 1) 

 (𝑇) زمان

𝑇 =
2𝜋

𝜔𝑑
 

 : (𝜁) نسبت ميرایی 

𝜁 = √1 −
𝜔𝑑

2

𝜔𝑛
2 𝜁          یا              = 𝑐𝑜𝑠𝜃 

 ستمیس پاسخ مختلف آن شکل ريدارد. بسته به مقاد ی بستگ 𝜁تنها به پارامتر  ستمیمقدار فراجهش س
 باشد: ريز یهااز شکل کیتواند هر  ی م
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بصورت یک جدول مجزا  بالامختلف شکل  ی و شکل پاسخ سیستم، حالت ها 𝜁 درك بهتر رابطه بين یبرا
 .نمایش داده شده است
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 مثال: پاسخ پله سیستم زیر را رسم کنید.

 

 

𝐶(𝑠)

R(s)
=

1
𝑠(𝑠 + 1)

1 +
1

𝑠(𝑠 + 1)

=

1
𝑠(𝑠 + 1)

𝑠2 + 𝑠 + 1
𝑠(𝑠 + 1)

=
1

𝑠2 + 𝑠 + 1
 

 

𝐶(𝑠)

R(s)
=

𝑘𝜔𝑛
2

s2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

=
1

𝑠2 + 𝑠 + 1
 

 

2𝜁𝜔𝑛 = 1 ⟹ 𝜁 =
1

2
            ,         𝜔𝑛

2 = 1 ⟹ 𝜔𝑛 = 1  

 

𝑘𝜔𝑛
2 = 1 ⟹ 𝑘 = 1 

 

𝜔𝑑 =  𝜔𝑛√1 − 𝜁2 = 1√1 −
1

4
=

√3

2
= 0.85

𝑟𝑎𝑑

𝑠
 

 

𝑡𝑝 =
𝜋

𝜔𝑑

=
3.14

0.85
= 3.69 𝑠𝑒𝑐 

 

𝜃 برحسب  رادیان    ⟹ 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1𝜁 = 𝑐𝑜𝑠−1
1

2
=

𝜋

3
 𝑟𝑎𝑑 

 

𝑡𝑟 =
𝜋 − 𝜃

𝜔𝑑

=
𝜋 −

𝜋
3

0.85
= 2.4 𝑠𝑒𝑐 
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𝐶𝑚𝑎𝑥 = 𝐶𝑠𝑠(𝑒−𝜋 𝑐𝑜𝑡𝜃 + 1) = 1(𝑒−𝜋 𝑐𝑜𝑡60° + 1) = 1.16 
 

𝑀𝑝 = 𝑒−𝜋 𝑐𝑜𝑡𝜃 × 100 = 𝑒−𝜋 𝑐𝑜𝑡60° × 100 = %16 
 

𝑡𝑠(%2) =
4

𝜁𝜔𝑛

=
4

1
2

= 8 𝑠𝑒𝑐 ،  𝑡𝑠(%5) =
3.2

𝜁𝜔𝑛

=
3.2

1
2

= 6.4 𝑠𝑒𝑐 

 

𝑡𝑑 =
1 + 0.7𝜁

𝜔𝑛

=
1 + (0.7 ×

1
2

)

1
= 1.35 𝑠𝑒𝑐 

 

𝑇 =
2𝜋

𝜔𝑑

=
2𝜋

0.85
= 7.4 ⟹ 𝐹 =

1

𝑇
=

1

7.4
= 0.135𝐻𝑧 

𝑀𝑝چنان بدست آورید که  𝜁 برای مثال بالا مقدار تمرین: =  باشد.  %10

 کنیم.بدون درصد استفاده می  𝑀𝑝از  𝜁برای محاسبه 

𝑀𝑝                                        یعنی: = 0.1   𝑀𝑝 = 𝑒−𝜋 𝑐𝑜𝑡𝜃 ⟹ 10 = 𝑒−𝜋 𝑐𝑜𝑡𝜃 

𝐿𝑛(𝑀𝑝) = −𝜋 𝑐𝑜𝑡𝜃 ⟹ 𝑐𝑜𝑡𝜃 =
𝐿𝑛(𝑀𝑝)

−𝜋
⟹ 𝑡𝑎𝑛𝜃 =

1

𝐿𝑛(𝑀𝑝)
−𝜋

 

𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1
1

𝐿𝑛(𝑀𝑝)
−𝜋

          ,     𝜁 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 
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 با تابع تبديل حلقه باز DC یک موتور مثال:

𝐺(𝑠) =
𝑣𝜃(𝑠)

V(s)
=

0.01

0.005s2 + 0.006𝑠 + 0.01
 

اين سیستم حلقه بسته شامل فیدبک واحد محاسبه  یپاسخ گذرا را برا یرا در نظر بگيرید. پارامترها
 ؟نمایید

 :ابتدا تابع تبديل حلقه بسته را محاسبه می کنیم

𝑇(𝑠) =

0.01
0.005s2 + 0.006𝑠 + 0.01

1 +
0.01

0.005s2 + 0.006𝑠 + 0.01

=
0.01

0.005s2 + 0.006𝑠 + 0.02
 

 

⟹× 200 ⟹
2

s2 + 1.2𝑠 + 4
 

 :آیندمقادير ميرایی و فرکانس طبیعی بدست می 

 
مربوطه را محاسبه  یپاسخ گذرا ینوسانی خواهد بود. اکنون پارامترها یپاسخ، ميرا 𝜁 با توجه به مقدار

 :می کنیم
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𝑴𝒑 بیابید که یامجهول را بگونه یپارامترها زيردر سیستم  مثال: > %𝟓 , 𝒕𝒔(%𝟐) < 𝟏 𝐬𝐞𝐜  , 𝒆𝒔𝒔(∞) = 𝟏    
 باشد؟

 
 :بسته را محاسبه می کنیمابتدا تابع تبديل حلقه 
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 :مقادير ميرایی و فرکانس طبیعی بدست می آیند

 
 :حالت دائمی ثابت داشته باشد یپله می تواند خطا یسیستم نوع صفر است، تنها به ورود 

R(s) =
1

𝑠
⟹ 𝑒𝑠𝑠 = lim

t→∞
𝑒(𝑡) = lim

s→0
𝑆𝐸(𝑠) 

 

𝐸(𝑠) = 𝑅(𝑠) × 𝑇(𝑠) 

 

اين سیستم  یاست. مشخصات زمانی پاسخ گذراپاسخ پله اين سیستم در صفحه بعد رسم شده 
 .همانطور که در شکل هم دیده می شود، با مشخصات مطلوب همخوانی دارد
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 :مرتبه بالاتر یسیستم ها
مرتبه یک و دو   یمرتبه بالاتر، به دليل پیچیدگی روابط موجود به راحتی سیستم ها یتحليل سیستم ها
که بتوان مرتبه سیستم را کاهش داد، از   یبررسی چنين سیستم هایی بجز موارد  ینبوده و معمولًا برا

سیستم پنج تا ده برابر   یاگر موقعیت قطبی نسبت به دیگر قطب ها .دستی استفاده نمی شود  یروش ها
 .متفاوت باشد، )پنج تا ده برابر بزرگتر یا کوچکتر( می توان تاثير آن در تابع تبديل را حذف نمود

  ی سیستم گویند. در ساده ساز  DCرا بهره  S=0 مقدار تابع تبديل یک سیستم در فرکانس صفر یعنی  :نکته
 .سیستم نباید تغیير کند DC تابع تبديل یک سیستم بهره

 مثال:
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 م هفت


