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 سيستم هایی كنترل خطی یپايدار
 .كندی نامتغير با زمان فرق م، متغير با زمان و  ی ، غيرخطی مختلف خط  ی در مورد سیستم ها  یتعريف پايدار

 پردازيم.می  (LTI)ی تغیير ناپذير با زمان خط یهاسیستم یدر اين فصل فقط به تحليل پايدار

 پاسخ ورودی به صفر(  بررسی پايداری با توجه به شرايط اوليه )

پايدار  ی هر شرايط اولیه نهايتا صفر شود، سیستم را به طور مجانب یسیستم به ازا ی اگر خروج : ی پايدار 
  د. گوين

 یصفر نشود و در عين حال به ازا ی از شرايط اولیه، خروج ی برخ یاگر به ازا (:   ی ) حاشیه ا   ی مرز   ی پايدار 
  . گويندی م ینهايت نيز نگردد. در اين صورت سیستم را پايدار مرزی ب یاهيچ مقدار اولیه

 .سیستم نامحدود شود، سیستم را ناپايدار گويند ی از شرايط اولیه، خروج ی برخ یهرگاه به ازا  ناپايدار:

 بررسی پايداری با توجه به ورودی ) پاسخ حالت صفر(

  ی ورود  یپايدار یسیستم محدود شود، سیستم دارا ی محدود، خروج یهر ورود  یچنانچه به ازا : ی پايدار 
 (BIBO. )باشد ی محدود م ی خروج -محدود

  ی ها كه شامل فركانس ها یاز ورود  ی بعض یسیستم فقط به ازا ی كه خروج ی در صورت :ی مرز  ی پايدار 
محدود بماند، سیستم پايدار  ی ساير فركانس ها، خروج یسیستم هستند نامحدود گردد و برا ی طبیع

 .باشدی م یمرز

 ی نباشد ول ی طبیع ی انتخاب نمود كه شامل فركانس ها ی محدود را طور ی چنانچه بتوان يك ورود  ناپايدار: 
نا محدود دهد در اين صورت سیستم را ناپايدار  ی محدود خروج یرا نامحدود كند، و يا به ورود  ی خروج

 .گويندی م

 :  h(t)بررسی پايداری با توجه به پاسخ ضربه 

 : نمايش دهیم. در اين صورت h(t)را با   (LTI) فرض كنید كه پاسخ ضربه يك سیستم

lim                                                        اگر: سیستم پايدار است یپايدار
t→∞

ℎ(𝑡) → 0 

limر                               است اگ ی: سیستم پايدار مرزیمرز یپايدار
t→∞

ℎ(𝑡) < ∞ 

lim                                                    ناپايدار: سیستم ناپايدار است اگر
t→∞

ℎ(𝑡) → ∞ 
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 با توجه به محل قطب های تابع تبديل حلقه بسته   (LTI)سی پايداری سيستم های كنترل  برر 

واقع شوند، سیستم  ی تابع تبديل حلقه بسته در سمت چپ محور موهوم یقطب ها ی اگر تمام : ی پايدار 
 .پايدار است

 ی ي محور موهومیقطب ساده بر رو  دیتابع تبديل حلقه بسته به جز تعدا  یقطب ها  ی اگر تمام  : ی پايدار مرز 
 .گويندی م یباشند ، در اين صورت سیستم را پايدار مرز ی در سمت چپ محور موهوم ی همگ

 ی محور موهوم یدر سمت راست و يا قطب مضاعف بر رو ی قطب یاگر تابع تبديل حلقه بسته دارا ناپايدار: 
  . گويندی را ناپايدار م باشد در اين صورت سیستم

 تابع یمعادله مشخصه كه همان قطب ها یزير، ريشه ها ی تغیير ناپذير با زمان كل ی سیستم خط یبرا
 .كنندی م یباز یرا در تحليل پايدار ی باشند نقش اساسمی حلقه بسته سیستم  (انتقال) تبديل

 

𝑇(𝑠) =
𝐺(𝑠)

1 + 𝐻(𝑠)𝐺(𝑠)
 

 

∆(𝑠) = 1 + 𝐻(𝑠)𝐺(𝑠) = 0 
 

𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅 𝒉𝒖𝒓𝒘𝒊𝒕𝒛)  راث، هرويتز  یمعيار پايدار − 𝑹𝒐𝒕𝒉) 
 : فرض كنید معادله مشخصه سیستم بصورت زير باشد

∆(𝑠) = 𝛼𝑛𝑠𝑛 + 𝛼𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛼1𝑠 + 𝛼0 = 0 
 

 . جدول زير كه به جدول راث معروف است را تكميل كنیم ی استفاده از معیار بالا، ابتدا بايست یبرا
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(𝑠)∆ يا :                       = 𝛼0𝑠𝑛 + 𝛼1𝑠𝑛−1 + ⋯+ 𝛼0 = 0 
 

 
 

 :شرايط زير برقرار باشد ی سیستم با معادله مشخصه گفته شده بايست یپايدار یبرا
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) .aضرايب معادله مشخصه  ی سیستم مذكور اين است كه تمام یپايدار یمعیار هرويتز ( شرط لازم برا
 . موجود و هم علامت باشند

 .bضرايب ستون اول جدول موجود و   ی سیستم مذكور اين است كه تمام یپايدار یبرا ی شرط لازم و كاف
 . هم علامت باشد

توان ی از نتایج زير م (: بعد از محاسبه عناصر جدول راث با استفاده یپايدار یبرا ی قضیه) شر ط لازم و كاف
 :نظر داد یدر مورد پايدار

 .اگر كلیه ضرايب ستون اول جدول غير صفر و هم علامت باشند، در اين صورت سیستم پايدار است 1-

چنانچه ضرايب ستون اول هم علامت نباشند، در اين صورت به تعداد تغیير علامت در ستون اول، قطب   2-
 .اشتخواهیم د ی سمت راست محور موهوم

زير نظر دهید و در صورت ناپايدار بودن تعداد قطب هاي سمت  های در مورد پايداري سیستم :مثال
 راست آن را تعیين كنید؟

 

 

 . بر دو تقسیم شده است  𝑠3 سطر ی براي راحت

 

راست تغیير علامت داريم لذا سیستم فوق نا پايدار بوده و دو ريشه در سمت   2در ستون اول جدول راث 
 .دارد ی محور موهوم

𝐹(𝑠) = 𝑠4 + 3𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑠 + 1 
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 قطب سمت راست ناپايدار است. 2سیستم با 

 

𝐹(𝑠) = 𝑠5 + 2𝑠4 + 𝑠2 + 2𝑠 + 2 
 

 
 

 قطب سمت راست ناپايدار است. 2سیستم با 
 

 باشد. ی كه ممكن است در جدول راث رخ دهد بصورت زير م ی حالات خاص

كه حداقل يك عنصر غير صفر در همان   ی شود، در حالی سطر صفر مدر اين حالت اولين عنصر يك ( 1حالت 
به صفر نسبت داده و بقیه  ε مانند  ی رفع اين مشكل مقدار مثبت كوچك  یسطر وجود دارد، در اين حالت برا

 .كنیمی جدول را كامل م
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 تعیين كنید؟سمت راست آن را  یتعداد قطب ها ینظر دهید و در صورت ناپايدار یدر مورد پايدار:  مثال 

𝐹(𝑠) = 𝑠4 + 3𝑠2 + 2𝑠 + 1 

 
 قطب سمت راست ناپايدار است. 2سیستم با 

 

𝐹(𝑠) = 𝑠5 + 2𝑠4 + 3𝑠3 + 6𝑠2 + 5𝑠 + 3 
 

 

 

 قطب سمت راست ناپايدار است. 2سیستم با 
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از حالات  ی شود و ممكن است شامل يك ی جدول راث كاملا صفر م یاز سطرها ی ( در اين حالت يك 2 تحال
 .زير باشد

 . و مختلف العلامه دارد یمساو ی معادله حداقل يك جفت ريشه حقیق 1-

 
 .محض داشته باشد ی معادله حداقل يك جفت ريشه موهوم 2-

 
 گويیم.ی م یحالت پايدار مرز به اينريشه ها در سمت راست صفحه )بخش ناپايدار( قرار ندارند. 

 .باشند ی متقارن م S مزدوج مختلط دارد كه نسبت به مبدا صفحه یمعادله ريشه ها 3-

 
 كه از ی درجه زوج یاو چند جمله شودی فرد است( صفر م m) امm عناصر سطری در اين حالت تمام

 یرا باز ی دهیم نقش اساسی نشان م P(s) ، سطر صفر شده تشكيل شده و آن را بایسطر بالا یهادرايه
 .كندی م

P(s)  كنیمی نامند. بعد از مواجه شدن با مشكل مطرح شده بصورت زير عمل م ی م ی كمك یچند جمله ارا 

 P(s) ی كمك یتشكيل چند جمله ا (1

 P(s) از یمشتق گير (2

 .گذاريم  ی سطر صفر شده م یرا به جا P(s) ضرايب مشتق (3

 .كنیمی جدول راث را دنبال م یروند عاد  (4
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 یكه نسبت به مبدا مختصات تقارن داشته و باعث ايجاد پديده فوق شده اند، ريشه ها ی كلیه ريشه های
 .باشندی م P(s) ی معادله كمك

 سمت راست آن را تعیين كنید؟ یتعداد قطب ها ینظر دهید و در صورت نا پايدار یدر مورد پايدار :مثال

𝐹(𝑠) = 𝑠5 + 2𝑠4 − 𝑠 − 2 

 
داريم لذا يك ريشه در سمت راست داريم و سیستم ناپايدار يك تغیير علامت در ستون اول جدول راث 

 .است

 :باشد %10 شیب برابر یحالت دائمی به ورود  یرا طوري تعیين کنید که خطا k مقدار مثال:
 

 
 

 یسیستم مورد بررسی قرار گيرد، به منظور بررسی پايدار یحالت دائمی ابتدا بايد پايدار  یبررسی خطا  یبرا
 :ابتدا معادله مشخصه را محاسبه نموده و جدول روث را تشکيل می دهیم
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 :آن بدست آيد یتعیين علامت معادله دوم ابتدا بايد ريشه ها یبرا

 
بدست آمده بايد در   k کنیم. مقدارمحاسبه می  %10حالت دائمی  یرا براي رسیدن به خطا k اکنون مقدار

 .شرط فوق صدق کند
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 کنیم.بک واحد است از فرمول خطا زير استفاده می چون که سیستم با فید

 
 

 
0  که اين مقدار در شرط < 𝐾 <  .صدق می کند بنابراين اين مقدار قابل قبول است 849.1

 :اشدب 0.02پله  یحالت دائمی به ورود  یتعیين کنید که خطا یرا طور k مقدار مثال:

 
سیستم مورد بررسی قرار گيرد، به منظور بررسی  یحالت دائمی ابتدا بايد پايدار یبررسی خطا یبرا

 :ابتدا معادله مشخصه را محاسبه نموده و جدول روث را تشکيل می دهیم یپايدار
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بدست آمده بايد در   k محاسبه می کنیم. مقدار 0.02حالت دائمی  یرسیدن به خطا یرا برا k اکنون مقدار

 .شرط فوق صدق کند

 
𝐾  که اين مقدار در شرط >  .صدق می کند، بنابراين اين مقدار قابل قبول است 4−

 شود:چند نکته درباره ريشه ها جدول راث زمانی که يک سطر صفر می 

ای سمت راست نداريم، بنابراين اگر هيچ تغیير علامتی در ستون اول نداشته باشیم يعنی هيچ ريشه  – 1
ها قرار گيرند و بقیه ريشه  𝑗𝜔  های معادله کمکی که نسبت به مبداء متقارن هستند بايد بر روی محورريشه

 رد. باشند، در اين حالت سیستم پايداری مرزی دامی  𝑗𝜔نيز سمت راست محور 

در صورتی که بعد از سطر صفر شده تغیير علامتی در ستون اول داشته باشیم، معادله کمکی به تعداد  -2
تغیير علامت ريشه سمت راست دارد و به دليل تقارن با مبداء به همان تعداد ريشه سمت چپ بايد داشته 

ر علامتی که قبل از سطر صفر شده  قرار گيرند. تغیي 𝑗𝜔های مکمی نيز بايد بر روی محور باشد.بقیه ريشه
ها به معادله  هایی سمت راست دارد که اين ريشهدهد که معادله مشخصه ريشهاتفاق بیفتد نشان می 

 کمکی ربطی ندارد.

های اگر در ادامه جدول راث باز هم به سطر کاملا صفر بر خورد کرديم به اين معنی است که ريشه -3
 ورت باز هم سیستم ناپايدار است.متقارن تکراری هستند در اين ص 
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