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 توابع دو متغیره

تعریف توابع دو متغیره. 1-1

)مجموعه کلیه زوج مرتبهاي  , )x y  بطوریکه,x y   2را با  است به عبارت دیگر داریم .دهیم نشان می 

{( , ) : , }x y x y 2  

هر عضو این فضا به این معنی که مختصات دکارتی است  در تناظر یک به یک با دستگاه 2از نظر هندسی فضاي 
  .است 2و هر نقطه در دستگاه نیز متناظر عضوي از فضاي  اي در این دستگاه متناظر نقطه

)قاعده اي است که به هر زوج مرتب از اعداد حقیقی مانند  fتابع دو متغیره  , )x y  در مجموعهD  2  عدد حقیقی
)و یکتا را که با  , )f x y در این صورت مجموعه . دهیم نسبت دهد نمایش می

f
D D  را دامنه تابعf گوییم.  

)قاعده : مثال  , )f x y x y  )تابعی دو متغیره است که مثلا به زوج مرتب  1 , )3 عدد حقیقی و یکتاي  2از  2
 د چراکهده مینسبت را  2

( , )f    3 2 3 2 1 4 2
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)شود مثلا به ازاي زوج مرتب  تعریف نمی 2اما این تابع در هر زوج مرتب از  , )1 با قاعده داده شده   2از  2
  چراکه. توان عدد حقیقی به زوج مرتب داده شده نسبت داد نمی

( , )f      2 1 2 1 1 2   

  .تواند عدد منفی باشد نمیزیرا زیررادیکال با فرجه زوج 

شود را دامنه تابع گوییم و آن را با  مجموعه تمام زوج مرتب هایی که تابع در آنها تعریف میهمانطور که گفته شد 
f

D 
)به عنوان مثال در تابع . دهیم نشان می , )f x y x y  دانیم باید زیر رادیکال با  براي مشخص کردن دامنه می 1

  فرجه زوج مثبت باشد بنابراین 

{( , ) : }
f

x y D x y x y        1 1   

xاما می دانیم معادله  y  1 در صفحه  1معادله یک خطxy بینید است که نمودار آن را در تصویر زیر می.  

 

x معادله خط: 1 شکل y  1 0   

  

xبا توجه اینکه سمت راست خط  fبنابراین دامنه تابع  y  1 جواب است در تصویر زیر مشخص شده است.  
                                                

axمعادله  1 by c   2در فضاي توان نمودار خط را ترسیم کرد بیان کننده معادله یک خط است که با داشتن دو نقطه از آن می. 
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xناحیه  : 2 شکل y  1   .هاشور زده شده است  0

  

)با فرض اینکه : مثال , ) ln( )f x y x y x )مطلوب است محاسبه   2 , )f 3 2   

  :حل

( , ) ln( )

ln( )

f 



  

23 2 3 2 3
3 1
3 0 0

   

)معادله دایره اي به مرکز  , )a b  و شعاعr  بصورت( ) ( )x a y b r   2 2 اي به مرکز  شود مثلا دایره بیان می 2
( , )2 )برابر است با  3و شعاع  3 ) ( )x y   2 22 3   .که نمودار آن بصورت زیر است 9
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) نمودار دایره به معادله:  3 شکل ) ( )x y   2 22 3 9  

)تابع دامنه : مثال , )g x y x y  2   .را محاسبه کنید  29

  :  حل

{( , ) : }

{( , ) : }

g
D x y x y

x y x y

 



 

 

2 2

2 2

9 0
9

   

xمعادله  y 2 2 )معادله دایره اي به مرکز  9 , xاست بنابراین  3و شعاع  00( y 2 2 درون و روي دایره مذکور   9
  .است که شکل آن به صورت زیر است

5-5

5

5-5

5
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xناحیه  : 4 شکل y 2 2   .هاشور زده شده است 9

   

)در نقطه  fبراي مشخص کردن مقداري که : 1نکته , )x y نویسیم  گیرد می می( , )z f x y  که در آن متغیرهاي
,x y  متغیرهاي ورودي به تابع( را متغیرهاي مستقل ( وz )را متغیر وابسته ) متغیر حاصل از اعمال تابع روي ورودیها
  .گوییم می

  .است و برد آن زیر مجموعه اي از  2متغیره زیر مجموعه اي از  دامنه توابع دو: 2نکته

)دامنه تابع : مثال , )f x y xy    مشخص کنید؟ xyرا بیابید  و آن را در صفحه  1

  :حل

{( , ) : }

{( , ) : }

{( , ) : }

f
D x y xy

x y xy

x y y
x

 

 

 

1 0
1
1

   

yحال تابع 
x


  کنیم را رسم می 1

5-5

5

-5

5-5

5

-5
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y نمودار تابع: 5 شکل
x


1  

yحال از روي نمودار نواحی که در آنها 
x


  .کنیم باشد را مشخص می 1

 

yناحیه :  6 شکل
x


  .سایه زده شده است  1

)براي تابع : مثال , ) xyf x y x e 2 )مطلوب است اولا محاسبه  3 , )f 2   .fتابع و ثانیا محاسبه دامنه   0

2 4 6 8-2-4-6

2

4

-2

-4

2 4 6 8-2-4-6

2

4

-2

-4

Y=
1
X
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  :حل

( . )f e e     2 3 2 0 02 0 2 4 4 1 4   

)براي هر  , )x y  2  ،x xyeو  2   تعریف شده هستند بنابراین داریم 3

f
D  2   

  دامنه توابع زیر را محاسبه کنید؟: مثال

)) الف , ) arcsin( )f x y x y  2 2 2   

)arcsinدانیم در تابع  می: حل )z t  بایدt  1   بنابراین   1

{( , ) : }
f

D x y x y    2 21 2 1   

xاما نامساوي  y  2 2 2 xیا در واقع نامساوي  1 y 2 2 )ناحیه درون و روي دایره به مرکز   3 , و شعاع  00(
xاز طرف دیگر نامساوي . است 3 y   2 21 xیا در واقع نامساوي  2 y 2 2 ناحیه بیرون و روي دایره    1

)به مرکز  , در نتیجه اشتراك این دو ناحیه دامنه تابع داده شده است که نمودار آن را در زیر . است 1و شعاع  00(
  .بینید می

  

xناحیه  :  7 شکل y 2 21   .سایه زده شده است  3

)) ب , ) ln( )f x y x y  1   
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)lnمی دانیم در تابع : حل )z t  بایدt    بنابراین داریمباشد 0

{( , ) : }
f

D x y x y  1 0   

axهر معادله به فرم  by d   2معادله یک خط در  است و دامنه عبارت است از نقاطی که در قسمت بالاي خط
  .بینید مذکور قرار دارند که نمودار آن را در زیر می

 

xناحیه : 8 شکل y  1   .سایه زده شده است   0

  

)مجموعه همه سه تاییهاي به صورت  3فضاي  , , )x x x1 2 ,است بطوریکه  3 ,x x x 1 2 3   به عبارت دیگر
{( , , ) | , }

i
x x x x i   3
1 2 3 1 3  . 3از نظر هندسی فضاي مجموعه تمام نقاطی در فضا است که مولفه

)اول، دوم و سوم به ترتیب طول، عرض و ارتفاع از مبدا با مختصات  )   در شکل زیر محورهاي مختصات و . هستند
  .مبدا مختصات مشخص شده اند
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  توابع دو متغیرهودحد. 1-2

  تابع مقادیر 

sin( )
( , )

x y
f x y

x y


2 2

2 2



  

  کنیم شوند در جدول زیر بررسی می هر دو به صفر نزدیک می yو  xرا وقتی که

0/1  5/0  2/0  0  2/0 -  5/0 -  0/1 -  
y 

x 
455/0  759/0  829/0  841/0  829/0  759/0  455/0  0/1 -  
759/0  959/0  986/0  990/0  986/0  959/0  759/0  5/0 -  
829/0  986/0  999/0  000/1  999/0  986/0  829/0  2/0 -  
  0  841/0  990/0  000/1  ن.ت  000/1  990/0  841/0
829/0  986/0  999/0  000/1  999/0  986/0  829/0  2/0  
759/0  959/0  986/0  990/0  986/0  959/0  759/0  5/0  
455/0  759/0  829/0  841/0  829/0  759/0  455/0  0/1  
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)جدول فوق مقادیر  , )f x y  را با دقت سه رقم اعشار به ازاي نقطه هایی مانند( , )x y در نزدیکی مبدا نشان  
)شود وقتی  همانطور که مشاهده می. دهند می , )x y  به( , )0 )کند مقادیر  میل می 0 , )f x y  شود  در  نزدیک می 1به

)در نقطه  fگوییم حد تابع  این حالت می , )0   دهیم است و به صورت زیر نشان می 1برابر  0

( , ) ( , )

sin( )
lim
x y

x y

x y


2 2

2 200
1


   

  به صورت مشابه مقادیر تابع 

( , )
x y

g x y
x y


2 2

2 2



  

  کنیم شوند در جدول زیر بررسی می هر دو به صفر نزدیک می yو  xرا وقتی که

  

0/1  5/0  2/0  0  2/0 -  5/0 -  0/1 -  
y 

x 
000/0  600/0  923/0  000/1  923/0  600/0  000/0  0/1 -  
600/0 -  000/0  724/0  000/1  724/0  000/0  600/0 -  5/0 -  
923/0 -  724/0 -  000/0  000/1  000/0  724/0 -  923/0 -  2/0 -  
  0  - 000/1  - 000/1  - 000/1  ن.ت  - 000/1  - 000/1  - 000/1
923/0 -  724/0 -  000/0  000/1  000/0  724/0 -  923/0 -  2/0  
600/0 -  000/0  724/0  000/1  724/0  000/0  600/0 -  5/0  
000/0  600/0  923/0  000/1  923/0  600/0  000/0  0/1  

)جدول فوق نیز مقادیر  , )g x y  را با دقت سه رقم اعشار به ازاي نقطه هایی مانند( , )x y در نزدیکی مبدا نشان  
)شود وقتی  همانطور که مشاهده می. دهند می , )x y  به( , )0 )کند مقادیر  میل می 0 , )g x y  به هیچ عددي نزدیک
)در نقطه  gگوییم تابع  شود  در این حالت می نمی , )0   . حد ندارد 0

براي توابع دو متغیره نیز ) …اعمال جبري، قضیه فشردگی، یکتایی حد و (قضایاي حدي در مورد توابع یک متغیره : نکته
  .معتبر است



12 

 

حاصل : مثال
( , ) ( , )
lim

cos cos

x y

x y

e e
x y 0 0




  .را بدست آورید 

( , ) ( , )
lim ( )x y

x y
e e e e


  0 0

00
1 1 2     

( , ) ( , )
lim (cos cos ) cos cos

x y
x y


  

00
0 0 1 1 2    

  بنابراین داریم

( , ) ( , )
lim

cos cos

x y

x y

e e
x y

 
00

2 12



  

حاصل) مثال
( , ) ( , )
lim
x y

x y y

x

 
 01

  .را بدست آورید  

  :حل

( , ) ( , )
lim
x y

x y y

x

   


 
01

0 1 1 0
0 0  

xبراي رفع ابهام صورت و مخرج را در   y y  ضرب و تقسم می کنیم داریم  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( )( )
lim lim

( )

lim
( )

lim
( )

x y x y

x y

x y

x y y x y y x y y
x x x y y

x y y

x x y y

x y y

     

 

 

 

 

 

 











 

01 01

01

01

1

1 1
20 1 1

   

  .دقت کنید که قانون هوپیتال براي توابع دو متغیر برقرار نیست
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)تابع : فتعری , )z f x y  و نقطه( , )x y0 ). مفروض است 0 , )g x y را یک مسیر عبوري از( , )x y0 در   0

)گوییم اگر   2صفحه  , )g x y 0 0 0.  

)تابع ) مثال , )
x y

f x y
x y


2 2


)و نقطه    , )1 yدر این صورت . را در نظر بگیرید 1 x  یک مسیر عبوري از

)نقطه  , )1 yهمچنین . است 2در صفحه  1 x )نیز یک مسیر عبوري دیگر از نقطه  2 , )1  2در صفحه  1
  .است

)در نقطه  fحد تابع : نکته , )x y0 )مستقل از نحوه نزدیک شده به نقطه  0 , )x y0 با فرض اینکه به عبارت دیگر است  0

( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y l




0 0
)بر روي یک مسیر عبوري از  آنگاه  , )x y0 )مانند  0 , )g x y  حد برابرl است.  

)اگر بر روي دو مسیر عبوري متفاوت از : نکته , )x y0 )مانند  0 , )g x y1  و( , )g x y2 حاصل  براي حد اعداد متفاوتی

)تابع شود حد  , )z f x y  در نقطه( , )x y0   .وجود ندارد 0

  .نشان دهید توابع داده شده در نقاط داده شده حد ندارند: مثال

)) الف , )
xy

f x y
x y

 2 )در نقطه  2 , )00   

yخط : حل mx براي . گیریم کند را در نظر می که از مبدا عبور میm  mو  1    .رسم شده استخطوط فوق  2

 

yخطوط  : 9 شکل x  وy x 2   



14 

 

yاگر روي خط  x  به نقطه( , )نزدیک شویم مقادیر تابع  00( , )z f x y آیند بصورت زیر بدست می  

( )
( , ) ( , )

x x x
f x y f x x

x x x
   

2

2 2 2
1
22

   

1تابع برابر  دح بنابراین روي این مسیر مقدار
  .است 2

yاگر روي خط  x )به نقطه  2 , )نزدیک شویم مقادیر تابع  00( , )z f x y آیند بصورت زیر بدست می  

( )
( , ) ( , )

)

x x x
f x y f x x

x x x 
   

2

2 2 2
2 2 22 52 5

   

2تابع برابر  دحبنابراین روي این مسیر مقدار 
  .است 5

  . تابع داده شده در مبدا حد ندارد ،تابع متفاوت هستند دح چون روي دو مسیر مقادیر

 

)) ب , )
xy

f x y
x y


3

2 )در نقطه   6 , )00   

  :حل

yروي مسیر  mx  که از نقطه( ,   آیند گذرد مقادیر تابع به صورت زیر بدست می می 00(

( )
( , ) ( , )

( )

x mx m x m x
f x y f x mx

x mx x m x m x  
   

3 3 4 3 2

2 6 2 6 6 6 41
  

yبنابراین روي مسیرهاي به شکل  mx  با نزدیک شدن به نقطه( , تابع در همه موارد به صفر نزدیک مقادیر  00(
  شود چرا که می

lim
x

m x

m x 
  

3 2

6 40

0 0 01 0 11
   

xاما روي مسیر  y )که از نقطه  3 ,   کند داریم عبور می 00(
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( , ) ( , )
( ) ( )

y y y
f x y f y y

y y y y 
   

3 3 6
3

3 2 6 6 6
1
2  

  .چون روي مسیرهاي متفاوت مقادیر متفاوت حاصل شد لذا تابع در نقطه داده شده حد ندارد

 

) پ
( , ) ( , )
lim

x

x y

xye

x y 2 200
   

yمسیر : حل mx گیریم را در نظر  می  

( , ) ( , )
( ) ( )

x x xxmxe mx e me
f x y f x mx

x mx x m m  
   

2

2 2 2 2 21 1
   

  بنابراین

lim ( , ) lim
x

x x

me m
f x mx

m m  
 2 20 0 1 1

   

آن است که روي مسیرهاي متفاوت مقدار تابع متفاوت است  وابسته است به معنی mچون مقدار حد تابع به مقدار 
  .بنابراین تابع حد ندارد

  

  پیوستگی توابع دو متغیره. 1-3

)تابع : تعریف , )z f x y  را در نقطه( , )x y0 پیوسته گوییم اگر  0
( , ) ( , )
lim ( , ) ( , )

x y x y
f x y f x y




0 0
0 0.  

)تابع  ) مثال , )

x y
x y

x yf x y

x y







 

 


 

2 2
2 2

2 2 0

1 0
  .در مبدا پیوسته نیست 

)تابع در نقطه : حل , yاست اما در این نقطه حد وجود ندارد زیرا روي مسیرهاي  یکداراي مقدار  00( mx داریم  

( ) ( )
( , ) ( , )

( ) ( )

x mx x m m
f x y f x mx

x mx x m m

  
  

   
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1
1 1
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yچون مقدار تابع روي مسیرهاي  mx  به مقدارm  وابسته است لذا تابع در نقطه( , و در نتیجه  .حد ندارد 00(
  .پیوسته نیست

  

  مشتقات جزئی. 1-4

)تابع   , )z f x y  و نقطه( , )x y0 yاگر روي خط . مفروض است fدر دامنه تابع  0 y 0 )y0 عدد حقیقی ثابت است (
)در دامنه حرکت کنیم به تابع تک متغیره  ) ( , )f x f x y . از آن مشتق گرفت xتوان نسبت به  رسیم که می می 0

xمشتق حاصل در  x )گوییم و با نماد  xنسبت به  fرا مشتق جزئی تابع  0 , )
f
x y

x


 0   . دهیم نشان می 0

)براي تابع : مثال , )f x y x y )مقدار  21 , )
f
x




  .را محاسبه کنید 12

)دهیم در این صورت داریم  را قرار می 2مقدار  yابتدا بجاي : حل ) ( , )f x f x x  22 1  xنسبت به  fحال از  2
)گیریم و داریم  مشتق می )f x x    در نتیجه 4

( , ) |
x

f
x

x 


 

 11 2 4 4  

)در حالت کلی براي محاسبه  , )
f
x y

x


 0   کنیم از رابطه زیر استفاده می 0

( , ) ( , )
( , ) lim

h

f x h y f x yf
x y

x h

 






0 0 0 0

0 0 0
  

xبصورت مشابه اگر روي خط  x 0 )x0 در دامنه حرکت کنیم به تابع تک متغیره ) عدد حقیقی ثابت است
( ) ( , )f y f x y yمشتق حاصل در نقطه . از آن مشتق گرفت yتوان نسبت به  رسیم که می می 0 y را مشتق   0

)گوییم و با نماد  yنسبت به  fجزئی تابع  , )
f
x y

y


 0   . دهیم نشان می 0

)براي تابع : مثال , ) sin( )f x y x y )مقدار  2 , )
f
y





  .را محاسبه کنید 1

)دهیم در این صورت داریم  را قرار می 1مقدار  xابتدا بجاي : حل ) ( , ) sin( )f y f y y 1  حال ازf  نسبت بهy 
)گیریم و داریم  مشتق می ) cosf y y  در نتیجه  
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( , ) cos | cos
y

f
y

y 
  




  


1 1  

)در حالت کلی براي محاسبه  , )
f
x y

x


 0   کنیم از رابطه زیر استفاده می 0

( , ) ( , )
( , ) lim

h

f x y h f x yf
x y

y h

 






0 0 0 0

0 0 0
  

  روش محاسبه مشتقات جزئی توابع

fبراي محاسبه 
x




گیریم اما اگر در این فرایند مشکلی  مشتق می xنسبت به  yبا فرض ثابت بودن  fاز ضابطه  

fباید از تعاریف بالا استفاده کنیم و بصورت مشابه براي محاسبه ) مثلا حالت تقسیم بر صفر(ایجاد شد 
y




 fاز ضابطه  

  .گیریم مشتق می yنسبت به  xبا فرض ثابت بودن 

f: نکته
x




را با نمادهاي  

x
f  ،

x
f   ،f1 ،D f1  و

x
D f دهند بصورت مشابه  نیز نشان میf

y



را با نمادهاي  

y
f  ،

y
f   ،

f2 ،D f2  و
y
D f دهند نیز نشان می.  

  .را محاسبه کنید yو xبراي هر یک از توابع زیر مقادیرمشتقات جزئی نسبت به : مثال

)) الف  , ) cos xf x y x y ye 22   

  :حل

cos sinx xf f
y ye x y e

x y
  

 
 

 
2 22 2 2 2  

lnxz) ب e xy 2   

  :حل

ln

ln

x x x x

x x

z y z x
e xy e e e

x xy y xy y

e xy e
x

   

 

 

 

 
  

 



2 2 2 2

2 2

12

12   
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z) پ x y2 2   

  :حل

z x x z y y
x yx y x y x y x y   

 
   

 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

   

  

xبراي تابع :  مثال x
z

y x y





2
zحاصل   z

x y
x y


 

 
  .را محاسبه کنید 

  :حل

,
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

z x x y x z x x
x y yx y y x y

z z x x y x x x
x y x y

x y y x y y x y

x xy x xy
y yx y x y

x
y

  
  

 

  
    

 

  
 

 
 

 

 
 

 





2

2 2 2

2

2 2 2

2 2

2 2

2

2

2

2
   

)lnبراي تابع : مثال )z y x y 2 zنشان دهید  2 z z
x x y y y


 


  2

1 1.  
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, ln( )

( ) (ln( ) )

ln( )

ln( ) ln( )

z x z y
y x y y

x yx y x y

z z x y
y x y y

x x y y x yx y x y

y y
x y

yx y x y

x y z y x y
y

z

y


 

 


   

 

  
 

 

 
 

 

 
 

 



 



2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2

1 1 1 2 1 2

2 1 2

1
   

)اگر  , )z f x y  آنگاه
x
f  و

y
f  خود توابعی ازx  وy  هستند و لذا می توان دوباره از آنها نسبت بهx  وy  مشتق

گرفت مشتق 
x
f  نسبت بهx  را با

xx
f  و یاf

x





2

دهیم بصورت مشابه مشتق  نشان می 2
y
f  نسبت بهy  را با

yy
f  و یا

f

y





2

براي نمایش مستق . دهیم نشان می 2
x
f  نسبت بهy  از نماد

xy
f  و یاf

x y


 

2
و براي نمایش مستق  

y
f  نسبت

از نماد  xبه 
yx
f  و یاf

y x


 

2
  .کنیم استفاد می 

)براي تابع : مثال , ) x yf x y e 
,مقادیر  2 , ,

xx yy xy yx
f f f f را محاسبه کنید.  

  :حل

( , ) ( , ) ( )x y x y x y x y
x xx
f x y xe f x y e x e x e       

2 2 2 22 22 2 4 2 2 1   

( , ) ( , )x y x y
y yy
f x y e f x y e   

2 2   

( , ) ( , )x y x y
x xy
f x y xe f x y xe   

2 22 2   

( , ) ( , )x y x y
y yx
f x y e f x y xe    

2 22   
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  اي قاعده مشتق زنجیره. 1-5

باشند و بخواهیم مشتق  tخود توابعی از متغیر  yو  xباشد و متغیرهاي  yو xتابعی از دو متغیر  fفرض کنید تابع 
  واسطه هستند و داریم yو xاست و  tتابعی از  fمحاسبه کنیم، در این حالت  tرا نسبت به  fتابع 

df f dx f dy
dt x dt y dt


 

  
 

   

  

fاز نماد  xنسبت به یک متغیر خاص مثلا  fتابعی از چند متغیر باشد براي مشتق گیري از  fهر گاه : تذکر
x




 

dfتابعی از یک متغیر باشد براي نمایش مشتق آن نسبت به متغیر از نماد  fشود و هر گاه  استفاده می
dx

  شود استفاده می 

)اگر : مثال , ) yf x y xe  وsinx t  وlny t  مطلوب است محاسبه( )
df
t

dt


 2.   

  :حل

 

ln ln, sin sin

cos sin cos sin

y t y tf f
e e t xe te t t

x y

df f dx f dy
dt x dt y dt

t t t t t t t
t



 

 
     

 

 
  
 

   
1

  

  بنابراین داریم

( ) cos( ) sin( )
df
t

dt
   

   12 2 2 2   

 xتابعی از  fباشند آنگاه  yو xخود توابعی از دو متغیر دیگر مانند  vو uباشد و  vو  uتابعی از دو متغیر  fاگر 
  شوند و داریم واسطه محسوب می vو uبوده و  yو
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f f u f v
x u x v x


    

  
    

  

  و

f f u f v
y u y v y


    

  
    

  

  

)فرض کنید : مثال , )f u v uv )sinو  2 )u xy  وcos( )v xy  مطلوب است محاسبه
x
f  و

y
f.  

  :حل

cos ( ), sin( )cos( ) sin( )

cos( ), sin( )

cos ( ) cos( ) sin( ) ( sin( ))

cos ( ) sin( )sin( )

f f
v xy uv xy xy xy

u v

u v
y xy y xy

x x

f f u f v
x u x v x

xy y xy xy y xy

y xy y xy xy





 



 
    

 

 
 

 

    
  

    

  



2 2

2

3

2 2 2

2
2

   

  و
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cos ( ), sin( )

cos( ), sin( )

cos ( ) cos( ) sin( ) ( sin( ))

cos ( ) sin( )sin( )

f f
xy xy

u v

u v
x xy x xy

y y

f f u f v
y u y v y

xy x xy xy x xy

x xy x xy xy





 



 
 

 

 
 

 

    
  

    

  



2

2

3

2

2
2

  

  

  انتگرال دوگانه. 1-6

)تابع  , )z f x y  و ناحیه مستطیل شکل
f

D D به صورت زیر مفروض هستند  

 

  انتگرالگیريناحیه  :10 شکل

  .کنیم قسمت به صورت زیر تقسیم می 8این ناحیه مستطیلی را به 

 

  تقسیم ناحیه انتگرالگیري به قسمت هاي کوچکتر:11 شکل
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  کنیم در ادامه مرکز هر کدام از مربع ها را محاسبه می

 

  کوچکتر محاسبه مرکز هر یک از واحدهاي:  12 شکل

  گیریم را در هر کدام از نقاط مراکز مربعها محاسبه کرده و مجموع آنها را در نظر می fدر انتها مقادیر تابع 

( , )
i i

i

f x y


8

1
   

حا اگر تعداد مربعهایی که مرکز آنها را در نظر گرفتیم افزایش دهیم تعداد نقاط بیشتري حاصل می شود و در نتیجه  
اگر به همین طریق ادامه دهیم و در هر مرحله تعداد مربع ها را افزایش . مجموع تعداد جملات بیشتري را شامل می شود

یابد اگر تعداد مربع ها به سمت بی نهایت میل کند آنگاه تعداد  می دهیم  به تناسب تعداد جملات مجموع نیز افزایش
گوییم  کند در این حالت اگر مجموع به سمت یک عدد حقیقی میل کند می جملات مجموع نیز به سمت بی نهایت میل می

کند را با  ست و مقدار آن که همان عددي است که مجموع به آن میل میموجود ا Dروي ناحیه  fانتگرال دوگانه تابع 
( , )

D

f x y dA دهیم نشان می.  

  :نکات

باشد  تواند داشته می 2حتما به شکل مستطیل باشد بلکه ناحیه فوق هر شکلی در صفحه  Dلزمی ندارد که ناحیه . 1
تنها شرط آن است که ناحیه داده شده محدود باشد یعنی بتوان ناحیه داده شده را درون دایره اي با شعاع مشخص قرار 

  .داد

روي  fپیوسته و یا نقاط ناپیوستگی   Dروي  fموجود باشد باید  Dروي ناحیه  fبراي اینکه انتگرال دوگانه تابع . 2
D متناهی باشد.  

)در انتگرال دو گانه . 3 , )
D

f x y dA  اگر( , )f x y    .خواهد بود Dحاصل انتگرال برابر مساحت ناحیه  1



24 

 

)اگر . 4 , )f x y  )آنگاه مقدار انتگرال دوگانه  0 , )
D

f x y dA  برابر حجم محدود زیر نمودار( , )z f x y  و بالاي

  .است Dناحیه 

  به صورت  Dاگر ناحیه : قضیه

{( , ) : , ( ) ( )}D x y a x b g x y g x    1 2   

  باشد یعنی ناحیه اي به شکل

 

)} ناحیه انتگرالگیري:13 شکل , ) : , ( ) ( )}D x y a x b g x y g x    1 2  

  باشد در این صورت داریم

( )

( )
( , ) ( , )

b g x

a g x
D

f x y dA f x y dydx 2

1
   

)انتگرال گرفته و پس از جایگذاري  yبراي محاسبه انتگرال بالا ابتدا نسبت به   )g x2  و( )g x1  بجايy  از حاصل
  .گیریم انتگرال می xنسبت به 

  .انتگرالهاي دوگانه زیر را حل کنید: مثال

x)  الف

x

x
dydx

y


22
1 21   

  :حل

( ) ( ) ( )
x x x

x x x

x
dy x dy x x x x x x

y x xy y
x

           
2

2 2 2 2 3
1 1 12 2

1 1 1 1 1
1   
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  بنابراین داریم

( )

( ) |

( ) ( )

x

x

x
dydx x x dx

y

x x

 

 

    









 

 
22 2 3

1 21 1

2 4 2
1

2 4 2 4

1 1
2 4
1 1 1 12 2 1 12 4 2 4
1 92 4 4

   

 

lne)  ب x
ydydx1 0   

  :حل

ln ln| (ln ) ln
x xydy y x x   2 2 2

00
1 1 102 2 2   

  بنابراین

 

ln
ln

ln ln ln ln

( ln ln )

(( ln ln ) ( ln ln ))

( )

e x e

e

e

ydydx xdx

xdx x x x x x x

x x x x x

e e e e e

e

 

 

    





 







 

 

2
1 0 1

2 2 2
1

2
1

2 2

1
2

1 2 22
1 2 22
1 2 2 1 1 2 1 22
1 22

  

  به صورت  Dاگر ناحیه : قضیه

{( , ) : , ( ) ( )}D x y c y d g y x g y    1 2   

  باشد یعنی ناحیه اي به شکل
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)}بیان ناحیه انتگرالگیري به صورت :  14 شکل , ) : , ( ) ( )}D x y c y d g y x g y    1 2  

  باشد در این صورت داریم

( )

( )
( , ) ( , )

d g y

c g y
D

f x y dA f x y dxdy 2

1
   

)انتگرال گرفته و پس از جایگذاري  xبراي محاسبه انتگرال بالا ابتدا نسبت به   )g y2  و( )g y1  بجايx  از حاصل
  .گیریم انتگرال می yنسبت به 

  .انتگرالهاي دو گانه زیر را محاسبه کنید: مثال

)  الف
y

y

y

e
xdxdy

y


1
0 3   

  :حل

( ) | ( ) ( )
y y y y y

y y y
yy y

e e e e e
xdx xdx x y y y

y y y y
      2 23 3 1 3 33 12 2 2   

  بنابراین
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( )

e ( )

( )

( ( ) | ( ) | )

(( ) ( )) ( )

( ) ( )

y y
y

y

y

y y y y y

y y y

e e
xdxdy y dy

y

y dy

ye dy e dy ye dy ye e

ye e e

e e e e e

e e





  

  

    

   





 





 

 



  

1 1
0 0

1
0

1 1
0 0

1 1
0 0

0 1 0

33 12
3 12
3
2
3
2
3
2
3 31 1 22 2

  

 

xye ) ب dxdy


2
1 0  

  :حل

  

( ) | lim( )

lim ( )

xy xy xy y

x

xy

x

e dx e e e
y y y

e y
y y

y y y

   



  





  





 

  

  

 00
1 1 1

1 1 1 2

1 1 10

   

  بنابراین داریم

(ln ) | ln ln lnxye dxdy dy y
y

 


    
2 2 2

11 0 1
1 2 1 2   

   

yمساحت محصور بین دو منحنی : مثال x yو  2 x را به کمک انتگرال دوگانه محاسبه کنید.  
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)می دانیم که اگر در انتگرال دوگانه : حل , )
D

f x y dA اگر ( , )f x y  آنگاه مقدار حاصل از انتگرال برابر باشد  1

  .بینید شود را در زیر می اي که انتگرالگیري روي آن انجام می ناحیه. خواهد بود Dمساحت ناحیه 

 

y مساحت محصور بین دو منحنی: 15 شکل x yو  2 x  

  .کنیم براي محاسبه نقاط برخورد دو منحنی به صورت زیر عمل می

( )

,

y x
x x x x x x

y x

x x

x x





 
     

 

 

  

2
2 4 4

3

0

1 0
0 1

  

  بنابراین مساحت ناحیه برابر است با

x

x
D

xdA dydx 2
1
0   

( ) |
x x

x x
dy y x x 2 2

2   

  درنتیجه
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( )

( ) |

x

x
dydx x x dx

x x











 

 2
1 1 2
0 0

3
3 12

0
2 1
3 3
2 1 1
3 3 3

   

مطلوب است  محاسبه : مثال
D

dA  کهD ناحیه مشخص شده در شکل زیر است.  

  :حل

 

  ناحیه انتگرالگیري: 16 شکل

  کنیم محاسبه می yرا بر حسب  xابتدا در نمودار داده شده 

y x y x

x y

x y

 





  

 

  

2 2 2

2 2

2

25 25
25

25

   

  بنابراین داریم

y

y
D

dA dxdy


 
 

2

2
5 25
0 25  
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تري وجود دارد و آن اینکه چون در این مثال  می توان انتگرال فوق را محاسبه کرد ولیکن در این مثال راه ساده
( , )f x y    .برابر است لذا کافی است مساحت ناحیه را محاسبه کنیم Dلذا مقدار انتگرال با مساحت ناحیه  1

)اما ناحیه داده شده یک نیم دایره به مرکز  ,   است بنابراین داریم 5وشعاع   00(

D

dA r     2 21 1 2552 2 2   

  

   

  

  مقادیر متوسط و موثر شکل موج. 1-7

  مقدار متوسط موج. 1-7-1

گویند آن را با  اي سیگنال متناوب، متوسط موج می لحظه) ولتاژ یا جریان(به میانگین مقادیر 
ave
I  براي جریان متوسط و

ave
V از نظر ریاضی مقدار . کنند براي ولتاژ متوسط نشان می دهند و معمولا آن را براي یک دوره تناوب محاسبه  می

  رتمتوسط موج به صو

( )
T

ave

i t dt
I

T



   

  .شود تعریف می

  مقدار متوسط یک موج سینوسی کامل برابر صفر است 
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  مقدار متوسط موج سینوسی کامل: 17 شکل

)مقدار متوسط موج سینوسی یکسو شده  : مثال )
sin

x

f x
x x



  
 
  

0 2 0

0 22
  .را بیابید 

  :حل

 

) نمودار تابع : 18 شکل )y f x   

( )

sin

( cos( )) |

(cos cos )

ave

f x dx
f

x dx

x















 





 









2
2

2
0

2
0

4

2
4

1 2
4 2

1 02
1

   

)مقدار متوسط موج مربعی با معادله : مثال )
x

f x
x

  
 
  

1 0 3
0 3 6

  .را بیابید 
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  :حل

( )
ave

dxf x dx
f     


36
00
1 1 136 6 6 2  

  .مقدار متوسط جریان موجی که در تصویر زیر قراردارد را بدست آورید: مثال

 

  موج سینوسی نیم موج: 19 شکل

  معادله موج عبارت است از: حل

max
( ) sin( ) sin( ) sin( )i t I t t t

T
  

  
2 210 1020 10   

  بنابراین داریم
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( )

sin( )

sin( )

( cos( )) |

(cos cos )

.

ave

i t dt
i

t dt

t dt

t

mA















 











 







20
0

10
0

10
0

10
0

20

10 10
20

10
2

1 10
2 10
5 0

10 3 184

   

  مقدار موثر موج. 1-7-2

هرتز است را به یک اسیلوسکوپ بدهیم خواهیم دید  50ولت با فرکانس  220اگر ولتاز برق شهر که یک ولتاژ سینوسی 
220که دامنه این ولتاز  310.یا  2 ولت مقدار متوسط ولتاژ برق شهر نیست زیرا مقدار متوسط  220مسلما . ولت است 2

ولت مقدار موثر این ولتاز سینوسی است این مقدار میزان موثر بودن یک منبع در تحویل  220. نوسی صفر استموج سی
توان به بار مقاومتی را نشان می دهد به عنوان مثال توانی که یک جریان با مقدار موثر یک آمپر به یک مقاومت می دهد 

  .هدهمان توانی است که جریان  مستقیم یک آمپر به آن می د

مقدار موثر یک موج را با 
rms
I  براي جریان موثر و

rms
V از نظر ریاضی مقدار متوسط . براي ولتاژ موثر نشان می دهند

  موج به صورت

( )
rms

T

I i t dt
T

  21   

  .شود تعریف می

مقدار موثر ولتاژ یک موج سینوسی با معادله : مثال
max

( ) sin( )v t v t
T



  .را بدست آورید 2

  :حل
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max

max

max

max

max max

( )

sin ( )

cos( )

sin( )

sin( )

.

rms
T

T

T

T

mX

I i t dt
T

v t dt
T T

tv T dt
T

T
v t t

T T

T
v T T

T T

V
v T v

T
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0

2

0

0

1

1 2
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2

1 1 1 4
2 2 4

1 4
2 4

1 0 7072 2

 مسائل

 .حدود توابع زیر را محاسبه کنید. 1

) الف
( , ) ( , )
lim ln

x y e

x
y 

2

0  2: جواب 1

) ب
( , ) ( , )
lim sin

x y

y
x

x

2
4

8:جواب  2 

) پ
( , ) ( , )
lim

x y

x
y




2

2 2

4
 .وجود ندارد: جواب 2

) ت
( , ) ( , )
lim
x y

x y

x y




3 3

200
yمسیر : راهنمایی(.وجود ندارد: جواب    x x 3 2 را همراه یک مسیر دیگر بررسی کنید(.

 .تابع زیر را بررسی کنیدپیوستگی . 2
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( , )

x y
x y

x yf x y

x y

2
2

2

0

1 0









 

 




)در نقطه   , )1   ناپیوسته است: جواب              1

  .مشتقات جزئی خواسته شده را محاسبه کنید. 3

)اگر ) الف , )
x y

f x y
x y



  آنگاهf f
x y


 

 
)را نقطه   , )2    6: جواب          .1

)اگر ) ب , ) (|| | | || | | | |)f x y x y x y  
1
)آنگاه  2 , )

y
f   صفر: جواب        .00

xاگر ) پ y
z

x y





2 2

2 zآنگاه  2 z
x y

x y


 

 
  صفر: جواب             

)اگر ) ت , ) sin
x y

f x y
x y





2 2

آنگاه  
f
x
f
y








y: جواب             
x

   

  

  .انتگرالهاي خواسته شده را محاسبه کنید. 4

)) الف )
x
x y dxdy

21 2 2
0 26:جواب               0

105   

x) ب xyx e dydx
1 2
0 e:جواب                 1 

1 3
2 2   

  مقدار موثر هر یک از موج هاي زیررا محاسبه کنید؟. 5

)) الف )
x

f x
x

  
 
  

1 0 3
0 3 6

  )موج مربعی( 



36

)) ب )
x x

f x
x x

  
 
  

0 2
4 2 4

 )موج مثلثی(

)) پ )f x x  2  )موج دندانه اره اي(  2با دوره تناوب  1


