
  

  
  
  
  6فصل 

  

  تابع
  
  

تابع . نام دارد تابع كنيم،آخرين حالت خاص مفهوم رابطه كه در اين كتاب مطرح مي      
در سراسر رياضـيات و كاربردهـاي آن   ها و ابزارترين مفاهيم و مهم تريناساسييكي از 

و  علـوم رياضـي  اغراق آميز نيست اگر بگـوييم كـه تقريبـاً هـر مطلبـي كـه در       . است
  .و كار دارد اي با اين مفهوم سرها خواهيم ديد به گونههاي آنكاربرد
دقيقـاً يـك خروجـي     ، يـك و دستگاهي است كـه بـه هـر ورودي    تابعبه بيان ساده،       

ارزي آشـنا  هاي ترتيبـي و هـم  با اين مفهوم حتي بيش از دو مفهوم رابطه. كندمنسوب مي
. هـا اعـداد حقيقـي هسـتند    دي و خروجي آنايد كه وروبه ويژه توابع بسياري ديده. هستيد

يـادآوري ايـن    مناسـبت ، به )مباني علوم رياضيدرس (پس مطابق معمول اين كتاب 
  تر و مفهوم ، دانسته هايمان را عميق

  !مجرد انديشيدن را تقويت كنيم     !مجرد انديشيدن را تقويت كنيم
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  تابع   1.6
تعريف رسمي تابع را يادآوري و سپس برخي از مفاهيم مـرتبط بـا   در اين بخش ابتدا     
  .كنيمرا مطرح مي آن
  

  تعريف   1.1.6
F، يعني Bبه  Aاز  Fي رابطه                A B  ناميم اگر هر عضومي تابع، را  

               A  ي اول دقيقاً يك عضولفهؤمF يعني،  . باشد  
                )1(       , ,x A y B x y F      

                )2(                                               
    

      

 يرابطه بريم و اگركار مي نه لزوماً، حروف كوچك را براي نمادگذاري توابع به ،معمولاً
f A B نويسيم نها در اين صورت،  ميتابع باشد، و ت  

:f A B     يا   fA B  

  بحث در كلاس    2.1.6
براي . هايتان به بحث بگذاريدي اين تعريف داريد، با همكلاسيدرباره قبلاز  اليؤاگر س

  پرسيد كه مثال گاهي مي
توان اين است كه بپرسيم، آيا مي مثل قايل نشد؟را  2يا  1توان شرط مي آيا - 1

را همان صندلي و برخي آن! شودپشتي براي صندلي قايل نشد؟ البته كه مي
  !نه صندلي نامندمي چهار پايهبرخي ديگر  

مثل اين است كه بپرسيم، آيا  به تعريف تابع افزود؟ شرط سوميتوان مي آيا - 2
صندلي معمولاً آن را ! شودمي توان دسته براي صندلي قايل شد؟ البته كه مي

 ).اين حالت را بسيار خواهيم ديد( !نامندمي داردسته
فرض كنيد  - 3 ,A a b 3,2,1{ و{B . 
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 Bبه  Aاز ) 2و 1با هر دو شرط (تابعي  })b(,)1, a ,1({ يرابطه )الف(
  .يك مثال ديگر شما بنويسيد. است

  را ندارد؟تابع  2يا  1كدام شرط  })a ,2({يرابطه )ب(
  كند؟ در كدام شرط صدق نمي} )b(, )2, b(,)1, a ,3({ي رابطه )پ(
 2ويژگيداراي صدق كند ولي  1بنويسيدكه در شرط  Bبه  A از ايرابطه )ت(

 2صدق نكند ولي ويژگي 1بنويسيد كه در شرط  Bبه  Aاي نيز از رابطه. نباشد
  .را داشته باشد

  

   تذكر   3.1.6
تابع   ،باشدتابع  2صدق نكند ولي داراي ويژگيتابع  1كه در شرط  Bبه  Aز ا را ايرابطه
f:نمادگذاريرا با و آن نامندمي زئيج A B  اي از اگر رابطه.  دهندنشان ميA 

 ,a( ،)2 ,1(مـثلاً هـر سـه زوج    صدق نكند،  2صدق كند ولي در شرط  1در شرط  Bبه 
a( ،)3, a(  اين نوع توابـع بـا   . نامندمي مقداري تابع چندرا  آن  ،متعلق به آن باشند

كـامپيوتر،  نظـري  ه در علـوم  ژدر علوم رياضي، به وي چند مقدارييا  جزئيپسوندهاي 
 . شوندميبسيار مطرح 

را براي  2و 1هر دو شرط ن، از جمله ما در اين كتاب، داناتوجه كنيد كه اكثر رياضي        
           مشـخص   پسـوند  شـويم و اگـر غيـر از ايـن باشـد، آن را ماننـد بـالا بـا         مـي  تابع قايـل 

  .را به مرور خواهيم ديد تابع با پسوند هاي ديگرگونه. كنيممي
  .كنيمحال چند نماد و واژه را يادآوري مي

  
   گذارينماد تعريف و    4.1.6
f:فرض كنيم           A Bتابع باشد. 

xبراي هر  - 1             Aعضو منحصر به فرد ،y B  را كه ,x y f ،نگاره   
    مي y ينگارهپيشرا  xو ،  fتحت  ) xحاصل از ورودي  خروجييا (  x ي           
را با  y معمولاً . ناميم             f x )يا گاهي  x f  (نويسيمدهيم و مينشان مي  

   , ,x y x f x y f x   
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  x   ورودي

   

  f   تابع    

 

  f( x)  خروجي

 به ،ناميم ومي  fيهمدامنهرا  Bو  ورودييا  دامنهرا  Aي مجموعه - 2
 .دهيمنشان مي Codfو Domf با ،ترتيب

             f) خروجييا  تصوير، برد( نگارهرا  fهاي دوم اعضاي لفهؤي ممجموعه - 3
چون  ناميم و با نمادهاييمي f A   ،Rng f ،Im f  دهيمنشان مي .  

   بحث در كلاس   5.1.6
 : هاي زير را كامل كنيدعبارت - 1

 
  

Im

|

f y B

f x

  

 
  

با استفاده از نمادگذاري  - 2 y f x تعريف تابع را بازنويسي  2و 1، شرايط
 : كنيد

)1(                                                          ...x A   

)2(                                                                                

  

  يتعريفخوش   6.1.6
 از  fاز اين پس، در اين درس و دروس ديگر، بسياري مواقع لازم است كه تـابعي چـون   

هـاي  توابـع را بـه روش  . تعريـف كنـيم   Bاي چـون  بـه مجموعـه   Aچون يك مجموعه 
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، فرمـول معمـولاً توابـع را بـا    . ي، مشـخص، يـا توصـيف كـرد    فتوان معرگوناگون مي
بـراي مثـال،   . كنـيم معرفـي مـي   ون نمودار، يـا  جدول، دستورالعمل، ضابطه

جدول و نمودار ون زير معـرف تـابعي از    , ,a b c   بـه{ , , , }r s t u    اسـت كـه در آن
 f a r ،   f b s f c .  

  
      x         a         b         c  

 
      s          s          r       ( )f x  

  
  f  

  
  

  

صـريح  به طور دقيقاً و  2و  1تي شرايط معرفي شود كه درس ه تابعي به روشيوقتي ك      
  گوييم كه در اين صورت مي .اثبات كنيمها را آن درستيروشن نباشد، بايد 

  .ايمتعريفي تابع را بررسي كردهخوش

  تساوي توابع   7.1.6

  4.1.6 با نمادگـذاري  .ها استتابع به همان صورت داده شده براي رابطه تعريف تساوي دو
f:گــوييم كــه توابــع مــي A B  و:g C D  اگــرمســاوي هســتند A C ،

B D  و  
     x A f x g x    

  

,فرض كنيم بحث در كلاس    8.1.6 :f g A B روشن است . تابع باشند

fه اگر ك g آنگاه ،Im Imf g .آيا عكس اين گزاره درست است؟ 

  ؟ هستند زير مساوي) حقيقي مقدار( آيا با تعريف بالا، توابع  - 1

a 
b 
c 

r 
s 
t 
u
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2 2x x x x

    
 

 

} که در آن | }x x     .  

وجود دارد؟ ثابت  Bبه  Aاز  رابطه، چند عضو باشد mداراي  Bعضو و  n داراي  Aاگر - 2
.) مرتبه n(  تعدادكنيد كه  .....nm m m m از  تابعA  بهB  وجود دارد؟ 

Aدقيقاً يك تابع از ) تهي يا ناتهي( Bكه براي هر مجموعه چون  نشان دهيد  - 3  
Bو  Aاگـر  ). ناميم، مي، تابع تهيآن را (وجود دارد  Bبه   ، چطـور؟ 

eB}{اگر    تك عضوي وA  ،چطور؟دلخواه باشد 

  .كار خواهيد برد مفاهيم زير را نيز به      

  تعريف    9.1.6
f:فرض كنيم  -1              A B  تابع است وX Y . تابعدر اين صورت  

Xf:به نمايش  ،  Xبر   f تحديد               X Bشودبه صورت زير تعريف مي  
     |Xx X f x f x    

f: فرض كنيم - 2             A A) يعني رويA (تابع باشد وX A .گوييممي  
  است اگر بسته يا ناوردا   fتحتXكه             

   x X f x X    
Xf:در اين صورت               X Xتابع است.  

   بحث در كلاس   10.1.6
  .تابع زير را در نظر بگيريد

  
  f   

    
a 
b 
c 

a 
b 
c 
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 اآي ,X a b تحتf  هاي بسته است؟ مجموعه c و a چطور؟   

  .شوندفاده ميتكنيم كه بسيار اسرا معرفي مي) با پسوند(در ادامه چند تابع خاص       

  تعريف   11.1.6

f:تابع                 A A روي  تابع همانيراA گوييم اگرمي  
   x A f x x    

  ، تحديد آن را برهمچنين. دهيمنشان مي Aidاين تابع را معمولاً با                
              X A، تابع شمول X  درA نويسيمناميم و ميميAXiX :.  

  
    

  تعريف   12.1.6
f: هر تابع دلخواه                 A در  اي نامتناهيدنبالهراA  ناميممي.  

  مي  A در اي متناهيدنبالهرا } A }n ,...,2,1 هر تابع ،همچنين                
   .ناميم               

  
  يبا خانواده  fي كنيم كه دنبالهتوجه مي      

...,)3(f , )2(f ,)1(f 

جاي  گاهي، براي سادگي، به. شودكاملاً مشخص مي A از عضوهاي f n نويسيم مي

nf) ًيا مثلاna (ي و دنبالهf   را با n n N
f


يا   n n N

a
 تعريف ( .دهيمنشان مي

  ).را نيز ببينيد 10.4.2

  بحث در كلاس   13.1.6
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 .كامل كنيد  },1{  متناهي روي ايبه دنباله ي خودتان، ، به سليقهجدول زير را - 1
           4   3    2  1  n 

  nf       ١                                      ؟   

f:ي فرض كنيد دنباله - 2  با دستور زير تعريف شود: 

  

ي اول ايـن  شـش جملـه   . بـراي مثـال،  صورت، ن اي در

در اينترنـت مطالـب   ( .نامنـد مـي  نـاچي بوي فيدنبالهدنباله را اين . دنباله را بنويسيد
 .)ي اين تابع ببينيدبيشتري در باره

ي سادگي اين تابع، اغراق با همه .خواهيم تابع خاص ديگري را معرفي كنيمميحال       
ژه در رياضيات و كاربردهاي آن، به وي مهمي يبنابگوييم كه يكي از مفاهيم زيرنيست اگر 

كنيم كه هر تابع ابتدا توجه مي. در علوم كامپيوتر و آمار، است  

}1,{:f A  يمجموعهزير 

 

Xاگر  ،بر عكس. كندمشخص ميجدا و  Aرا از  A عدم تعلقا يتعلق ، آنگاه x  در
X 1{ توان به زبان تابعي چونرا مي,{A  صورت زير بيان كرد به. 

  

 تعريف   14.1.6
Xفرض كنيم          A .1{تابع,{X : A  ) بـا  ) بخوانيـد  كـاي  اي ـ يخرا

  :ناميممي  Aدر  X يتابع مشخصهتعريف زير را 
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 تذكر   15.1.6

در توصيف مفهوم مجموعه گفتيم كه . گذريمدهيم و از آن ميتذكر مي اي را صرفاًنكته

مباني دانشجويان كلاس ي موعهمج Aاز اين رو، اگر . باشند مشخص اعضاي آن بايد
- مجموعهزير  ي دانشجويان دختر اين كلاسهمه باشد، عبارت م رياضيوعل

{X,1{توانيم تابعكند، و لذا ميمشخص مي Aرا در  Xاي چون  : A  صورت را به
  :نسبت دهيمزير به آن 

  

اي از اين مجموعهزير ،اين كلاس خوبيان ي دانشجوهمه لي عبارتي چونو
ولي اگر خوبي را درجه . زيرا خوب بودن مشخص نشده است. كندكلاس را مشخص نمي

، برخي با  ./9يدرجه، آن چند نفر با 1يدرجهبندي كنيم و مثلاً اين يا آن دانشجو با 
ي به مجموعه  A ، خوب باشند، آنگاه به جاي نسبت دادن تابعي از. . . و    ./4يدرجه

:],1[ توانيم تابعي چون، مي},1{دوعضوي A  ازA 1[ي به بازه, [ تعريف
 ي فازيزيرمجموعه اين توابع معرف مفهومي به نام .كنيم كه گوياي اين مطالب باشد

  .رد بحث ما نيستهستند، كه مو
  

  .بريماين بخش را با معرفي يك نوع تابع خاص ديگر به پايان مي       
  

X ١ 
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 تعريف   16.1.6

  .ناميممي)  ورودي nيا  ( متغير nتابعي با را  زير به صورت هر تابع                
1: ... nf A A B    

                    

  

  براي مثال، . ايدنوع توابع را ديده هاي بسياري از اينمثال     

  

 

  .تابعي با دو متغير است

 تعريف   17.1.6

 ر چون  هر تابع با دو متغي                

  همچنين، هر تابع . ناميممي  A ) دريا ( روي عمل دوتاييرا يك                   

: nf A A  

  .ناميممي  A) دريا (  روي تايي  n عملرا يك                 

  تذكر  18.1.6
:اگر -1 A A A    عملي دوتايي رويA ًبـا الگـو قـرار دادن چهـار     ( باشد، معمولا

))به جاي  ) عمل اصلي اعداد , ))x y نچو يانماد سادهx y بريمرا به كار مي .  
:به صورت  صفرتاييهر عمل  ،17.1.6با توجه به تعريف  -2 A A    است، كـه

}در آن  }A   را  8.1.6بحــث در كــلاس  4بنــد ( اي تــك عضــوي اســتمجموعــه
)با عضوي چـون   روشن است كه . )ببينيد ) a       بـر  . كـاملاً مشـخص مـي شـود

xعكــس، هــر عضــو دلخــواه     A  تــايي چــون   عملــي صــفر: A A   را بــا
)تعريف ) x  كندمشخص مي.  
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  1.6  تمرين
 را پاسخ داديد؟ 8.1.6بحث در كلاس  4و  3آيا سؤال هاي .1

: هــاي زيــر را تعــين كنيــددوتــايي روي مجموعــه صــفر، يــك، و هــايتعــداد عمــل .2
 ،{ }a ،{ , }a b،1 2{ , , , }na a a   . 

وتـايي را  دتعريفـي عمـل  خـوش ،  18.1.6تـذكر   1با اسـتفاده از نمـاد گـذاري بنـد      .3
 :ها را كامل كنيدنقطه چيندر واقع،  .به عنوان تابع  معني كنيد

,:      بسته بودن    )1( ,x y A x y    

)2(                   ( & )x x y y x y       

اســـت؟ روي ) تعريـــفخـــوش(عملـــي دوتـــايي  عمـــل تقســـيم روي  آيـــا .4
\{ }    چطور؟ 

چنــــــد عمـــــــل يـــــــك تـــــــايي   .5   : A A P P  و دوتـــــــايي
     : A A A  P P P آشنا روي AP تعريف كنيد . 

خـوش تعريـف    هـاي جمـع  و ضـرب اعـداد كسـري روي      ثابت كنيـد كـه عمـل    .6
 .)ز به كمك استاد درس داريدنيا! قدري فني است( .هستند

 .را بيابيد  ري فيبوناتچي، مقدادر دنباله .7
f:تابع جزئي  .8      را به تابع گسترش دهيد با تعريف.  

  
  هاي مستقيم و معكوسنگاره    

  
اگر . دهيمعه قرار ميتوابع را مورد مطال ينگارهپيشو  نگارهدر اينجا مفاهيم        

  ! شوندبه رو مي رو مشكلدر عمل قدري با  چه اين مفاهيم ساده هستند، مبتديان
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  تعريف    1.2.6
f:فرض كنيم              A B در اين صورت، . تابع است  
Xبراي هر -1              A، يمجموعه   

( ) { | , ( ) }

{ ( ) | }

f X y B x A f x y

f x x X

    
 


        

  .ناميممي  fتحت  X ممستقي  )خروجييا ( نگارهرا             
Yبراي هر  -2             Bي، مجموعه 

( ) { | ( ) }f Y x A f x Y  


  
  .ناميممي  fتحت  Y ) يپيش نگارهيا ( ي معكوسنگارهرا             

   بحث در كلاس   2.2.6
ي معكوس بيشتر توجه به نگاره. ي مستقيم كمتر مشكل داريداغلب با نگاره       

   .كنيد
 .تابع زير را در نظر بگيريد - 1

  
 

  f :        
 

 

   

})}1{،، براي مثالكه است روشن }) { ( )}f a f a 


  و 

}2,1{({ , }) { ( ), ( )}f a b f a f b 


  

}),({،bf})({ حال caf ،و }),,({ cbaf را بيابيد.  
 تابع - 2 fو  )}3,1{( )}1{( كه روشن است. بالا را در نظر بگيريد

{ , }b c)}2{( .هايمجموعه حال )}4,3{( ،)}3{(f

، )}3,2{(f


 و 

a 
b 
c 

١
٢ 
٣ 
٤



 
135   تابع

 )}4,3,2,1{(f


  .را بيابيد 
 كه  يدهحال نشان د داشتيد؟، نداشتيدمشكلي اينجا كه  ات - 3

}3,2{))}3,2{((f f
 

)}),(({},{و  babaff .  
 

   گذارينماد   3.2.6
را با  Xf)( معمولاً  - 1 f Xو)(Yf را با)(1 Yf  دهند كه بهتر است نشان مي

 ،تابع كه بعداً معرفـي خواهـد شـد    وارونرا براي  1fتا مدتي اين كار را نكنيم و نماد
 .شويم ليقا
سادگي، اگـر جويي در نمادگذاري و براي معمولاً براي صرفه  - 2 Y y  عضـوي  تـك

توجـه  . كه ممكن است اشـتباه برانگيـز باشـد   yf)(نويسيممي yf})({، به جايباشد
البتـه ممكـن اسـت    . است نه عضوي از آن Aي زيرمجموعه yf)(يا yf})({كنيد كه

 . هاي بالا را ببينيدمثال. اي تك عضوي باشدمجموعهزير

  
 2و 1بندهاي  براي مثال،. هاي مشخص مشكل چنداني نداريدمفاهيم در مثالبا اين         

ممكن است در موارد مجـرد قـدري مشـكل    . راحتي حل كرديدمثال بالا را به 3و حتي بند
  .ه بحث مجرد زير توجه كنيدب. شودداشته باشيد كه با تمرين به مرور برطرف مي

  

  بحث در كلاس    4.2.6
f:فرض كنيد A B تابع است وX A،Y B .هـاي  رستي يا نادرستي عبارتد

  .زير را تحقيق كنيد
1 -        . [( ), ]f a f X x X f a f x    


 

) لزوماً درست نيست( - 2   . f a f X a X  


  

3 - . ({ }) ( ) { | ( ) }f y f y x A f x y   
 

        

4-    . [ , ]a f Y y Y a f y    
 

 

5 -    . [ , ]a f Y y Y a f y    
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6- . ( ) ( )a f Y f a Y  


 

7-  
Im

.
b f

A f b





 

ي نشان دهيد كه مجموعه - 8  Imf b b f


 .است Aي مجموعه زاراف 
 

  تذكر   5.2.6
f:فرض كنيد       A Bاز آنجا كه. تابع استf هاي مجموعهبر زيرA كنـد و  اثر مي
fدهـد، و  دسـت مـي   به Bاز  هاييمجموعهزير


كنـد و  اثـر مـي   Bهـاي  مجموعـه بـر زيـر   

  : ابع زير استدهد، پس در واقع صحبت از تودست مي به A از هاييزيرمجموعه
       

   
,f fA B B A

X f X Y f Y

 
 

 
 

P P P P
  

هـايي دارنـد كـه    ويژگـي  ي معكوسنگاره وي مستقيم نگاره مهم اين توابع      
  .آوريمهاي زير ميآيند در قضيهكار مي ها را كه بيشتر بهبرخي از آن

  قضيه   6.2.6
f:فرض كنيد             A Bو . تابع است,C D A .  ،در اين صورت  

fتابع   -1            


  يعني، . كندحفظ ميرا  ي رابطه 

   C D f C f D  
 

  

fتابع   - 2           


  يعني، . كندحفظ ميرا  ي رابطه 

     f C D f C f D  
  

  

fتابع   -3            


   ولي داريم ،كندمينحفظ لزوماً را  يرابطه 

     f C D f C f D  
  

  

fتابع   -4          


  داريم، ولي ندكحفظ نميزوماً لتفاضل را  
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     \ \f C D f C f D
  

        

            را اثبـات   3عنـوان نمونـه،   بـه . راحتـي اثبـات كنيـد   توانيـد بـه  اين احكام را مي  اثبات

  .اثبات كنيدرا  4 براي مثالكنيم و شما نيز حتماً يكي ديگر، مي

كنــيم ، فــرض مــي3بــراي اثبــات شــمول        y f C D 


پــس عضــوي چــون . 
x C D  بــه طــوري كــه  وجــود دارد  y f x.   چــونx C D  ، داريــم

x C وx D. ــس پــ   y f x f C 


و     y f x f D 


ــي ،  يعنــ
     y f x f C f D  


نيـز   1 توانسـتيم از البتـه مـي  . اثبـات شـد   3بنابراين. 

  :ئه دهيماصورت زير ار به )!( ترفنياستفاده كنيم و اثباتي 

     
     

, ,C D C D f C D f C f D

f C D f C f D

    

   

  

    

، A ،Bبرقرار نيست، كافي است مثالي از  3اينكه نشان دهيم تساوي لزوماً در براي       
f:تابع  A B و ،,C D Aطوري كه   بياوريم به  

     f C f D f C D  
  

  

براي اينكه بتوانيم چنين  ،كنيم كهتوجه مي. گذاريمي شما ميي مثال را به عهدههارائ      
  كنيم نشان دهيم كه مثالي بياوريم، ابتدا سعي مي

     f C f D f C D  
  

  

 . شويمدچار مشكل ميتا ببينيم در كجا 

       
  

&

, & ( , ( )

???

y f C y f yf f

c C y f c d D y f d

D C D    
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c اگر! شويمهمين جا دچار مشكل مي dعضو ، آنگاه x c d C D     مشكل
  كردصورت زير حل مي بهرا 

   y f x f C D    

cكه  لزومي نداردولي  d.   
  

همـان طـور كـه    . كنـد را بيان مـي  ي معكوستابع نگارههاي ي زير ويژگيقضيه      
ها كه ، و آنمشكل دارندي معكوس قدري معمولاً مبتديان در كاركردن با نگارهگفتيم، 

س پ ـ! كنندبعد با خود حمل مي هاسالرا تا شان را حل كنند، آنكنند مشكلتلاش نمي
مشكل اصلي از اينجا ناشي . حل كنيد ،همين امروز، و را در همين درس سعي كنيد آن

دارد، يعنـي هـر عضـو     شكل مشخصـي ، هر عضو ي مستقيمنگاره شود كه درمي
 f X


به صورت   f x كه در آن ( استx X .(چنـين  ي معكوس ارهولي در نگ
و هر عضو نيست x f Y


 ويژگيبا   f x Yشـود، ولـي مبتـديان    مشخص مي

نويسند گاهي مي x f y


توجه كنيد كـه  . است نادرستكه  f y


 مجموعـه  
و بحـث در كـلاس     2.2.6بحث در كلاس  2بند . برابر باشد xعضوتواند با است و نمي

 !شركت كنيدي زير در اثبات قضيه. كنيد با دقت مطالعه بار ديگر را يك 4.2.6
  

  قضيه    7.2.6
:   فرض كنيم              f A B تابع است و ,C D B  .در اين صورت ،  
  

f تابع -1           


      يعني،. كندحفظ ميرا  ي ابطهر 
   C D f C f D  
 

  
fتابع -2             


   ،يعني. كندحفظ مياجتماع را  

     f C D f C f D  
  

 

fف بر خلا( -3            


fتابع) 


 يعني، . كندحفظ مياشتراك را نيز  
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     f C D f C f D  
  

 

fبرخلاف( -4            


fتابع) 


  يعني، . كندحفظ ميتفاضل را نيز  

     \ \f C D f C f D
  

 

  اثبات
  .بيان كنيد( ! )  صداي بلندها، دليل هر مرحله را با براي درك بهتر اثبات 

1 -  

   
 

 

(???)

(???)

(???)

x f C f x C

f x D

x f D

  

 

 




 

  .را شما بعد از كلاس اثبات كنيد  2بند !راحت بود؟

. ي سمت راست آن اسـت مجموعهزير 3 ي سمت چپكنيم كه مجموعهابتدا ثابت مي -3
  .بيان كنيد(!)  اي بلندصدبا  له رادليل هر مرح

   
   

   
   

&

&

x f C D f x C D

f x C f x D

x f C x f D

x f C f D

    

  

  

  



 

 

  

در آن . ارائه دهيم( ! ) تر فنينيز استفاده كنيم و اثباتي  1توانستيم از البته مي      
  !!گرفتيماز شما مي را انجام دادن آن صورت لذت

  .ي سمت چپ آن استمجموعهزير 3ي سمت راست دهيم كه مجموعهحال نشان مي      
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( ) &

&

x f C f D x f C x f D

f x C f x D

f x C D

x f C D

    

  

  

  

   



  

fي مربوط بهقضيه 3مشكلي كه در بند 


   !پيش نيامدداشتيم  

  

   بحث در كلاس   8.2.6
f:فرض كنيد A B  تابع است وX A ،Y B . بند ( اثبات كنيداحكام زير را

  ). را ببينيد 2.2.6بحث در كلاس  3
1 -   f f Y Y

 
  . و تساوي لزوماً برقرار نيست 

2 -   X f f X
 

 .و تساوي لزوماً برقرار نيست 
 

را در ي معكوس نگاره وي مستقيم نگارههاي يك ويژگي بسيار مهم ديگر تابع
  .آوريمبخش بعدي مي

  

  2.6  تمرين

 . را با مثال نشان دهيد 4.2.6بحث در كلاس  2نادرست بودن بند .1

 .توضيح دهيد  4.2.6بحث در كلاس را در  6و 5 هايو درستي بند 4نادرستي بند .2
 را حل كرديد؟ 4.2.6بحث در كلاس  8و  7 مهمهاي سؤال آيا .3

Xفرض كنيد .4 A  و:f A B  تابع و|Xg f تحديدf برX نشان . باشد
Yدهيد كه براي هر  B ،( ) ( )g Y X f Y 

 
 . 
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f:فرض كنيد  .5 A B  تابع است و.Y B  ثابت كنيد كه 

( \ ) \ ( )f B Y A f Y
 

  
f: فرض كنيد .6 A B  تابع است وX A ،Y B .ثابت كنيد كه 

.)  الف(     ( ( )) ( )f X f Y f X Y  
  

.)  ب(     ( ( )) ( )f f Y f A Y 
  

f:فرض كنيد . 7 S T  تابع است و,A B S ،. ,D E T  درستي يا نادرستي
  :هاي زير را نشان دهيدحكم

Aراگ )الف( B ي سره باشد، آنگاه زير مجموعه( ) ( )f A f B  ي زيرمجموعه
   . سره است

Dاگر  )ب( E  آنگاه. ( ) ( )f D f E
 

   
Dاگر  )پ( E   آنگاه. ( ) ( )f D f B 

 
  

  را به طور كامل پاسخ داديد؟ 8.2.6هاي بحث آيا سؤال .8

f:فـرض كنيـد كـه     )مهم است(. 9 X Y   تـابع و{ } IA   اي از زيـر  خـانواده
}و  Xهايمجموعه } JB  هاياي از زيرمجموعهخانوادهY نشان دهيد كه. باشد  

. )الف( ( ) ( )
I I

f A f A 
  

 
             

. )ب( ( ) ( )
I I

f A f A 
  

   

  
. )پ( ( ) ( )

J J

f B f B 
  


 
 

           
. )ت( ( ) ( )

J J

f B f B 
  


 
 

  
  

f:فرض كنيد   .10 A B  و:g C D درستي يا نادرسـتي حكـم  . تابع هستند-

  .هاي زير را اثبات كنيد

fي رابطه )الف( g  تابعي ازA C  بهB D است.  
fي رابطه  )ب( g  تابعي ازA C  بهB D است.  

f:فرض كنيد كه ) مهم است( . 11 A Bينشان دهيد كـه رابطـه  . ع استتابfK 
/است و افراز Aارزي روياي همبا تعريف زير رابطه fA K را مشخص كنيد:  

( ) ( )fxK y f x f y   
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  تركيب توابع   3.6 

  :اثر كند  fاي تابع روي خروجي ه gبسياري مواقع لازم است كه تابع 

    xورودي   

          

    fتابع   

  

  
خروجي                                     y f x ورودي  

  

  gتابع 

    

 خروجي                 z g y g f x   

  .شودر تعريف ميصورت زي به خود گذاري خاصاين مفهوم با واژه و نماد

  تعريف    1.3.6
f:فرض كنيم              A B و:g B C تركيب. تابع هستند f   باg تابعي  

h:چون              A C  است  به طوري كه  
    ( )x A h x g f x    

fgنمادرا با  hمعمولاً                يمدهنشان مي.   
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ــابع            ــف، ت ــن تعري ــه اي ــه ب ــا توج ــي ر  fب ــي م ــا  ا وقت ــوانيم ب ــيم   gت ــب كن تركي
DomgCodfكه   اين باشـد كـه   ،مانند نظر برخي ديگر ،البته ممكن است نظر شما.  

Im شمول f Domg ولي به دلايل فني ديگري كـه   نظر نادرستي نيست،. كافي است
صـورت   داري بهتوان با نموتركيب توابع را مي. ما نيست شوند، مورد نظربه مرور مطرح مي

  :زير نمايش داد

g f

A C

f g

B



  

ناميم، به اين معني كه مي ييجا به جايا   پذيرتعويضچنين نموداري را نمودار       
fgتابع مركببا  Cبه  Aمسير از     اي از همان مسـير دو مرحلـهA   بـهB    بـا تـابعf   و
  : به نمودار زير توجه كنيد. است gبا تابع  Cبه  Bسپس از 

 C      g f x g f x        A 

  
  

  

     

  

B 

پـردازيم  و كاربردهاي عمل تركيب توابع مـي  هاي اين بخش به برخي از ويژگيدر بقيه      
ها اثبات اغلب آن. روندكار مي ها بهو كاربردهاي آن علوم رياضيها در كه هر يك از آن

ابتـدا در بحـث زيـر    . دهيمانجام مي به كمك يكديگرهستند، كه  سرراستآسان و 
  .شركت كنيد
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   بحث در كلاس   2.3.6
f:كه   فرض كنيد  - 1   يبا ضابطه   f x   و:g    با

 : زير تعريف شده است ايبطهدو ضا دستور

  
  است كه روشن     

  

  

  

  
fتوابع مركب f ،g g ،g f ،f gآيا. را مشخص كنيد f g g f ؟  

f:فرض كنيد  - 2 A B در اين صورت  ،Af id f زيرا براي هر ،a A ،
 داريم 

       A Af id a f id a f a   

Bidكه نشان دهيد  f f.  

Af يپذيرنمودار تعويض - 3 id f صورت زير است به : 

A

f

A B

id f

A

  

Bidيپذيرنمودار تعويض f f را رسم كنيد.  
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fAفرض كنيد كه   -4 B ،gB C ،hC D نشان . تابع باشند
  يعني، . است  پذيرشركتكه عمل تركيب توابع  دهيد

fghfgh  )()(   

  تعريف   3.3.6
A ضرب دكارتيهمراه با هر حاصل             Bدو تابع طبيعي p وq   

  وجود دارند به صورت زير            

( , )

q pB A B A

b a b a

  
 

 

   .ناميممي Bو برAبر  توابع تصويرها را، با توجيه واضح، كه آن           

   زير هستند، كه مهماين توابع تصوير داراي ويژگي ضرب دكارتي همراه با حاصل           
   .ناميممي ضرب ويژگي جهانيآن را            

  

  )ويژگي جهاني ضرب( قضيه   4.3.6
gبراي هر دو تابع دلخواه               fB X A تابع منحصر به فرد ،  
            :h X A B  هستند پذيركه هر دو مثلث زير تعويض طوريوجود دارد به.  

pيعني،                h f ،q h g.  
X

g f

h

B q p A

A B
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  ثباتا
شود توابعي با ها، لازم ميو كاربردهاي آن علوم رياضيدروس از اين پس، در سراسر 

اثبات را با توضيح . اي از آن استمونهريف كنيم، كه اين قضيه نهايي خاص تعويژگي
هاي با در ضمن در نمودارها، تابع. درا بياموزيمهم آن  روشآوريم كه بيشتري مي

بايد هاي نقطه چين را توابع با پيكان و هستند داده شدههايي ابعت ،پر هاي خطپيكان
   .بيابيم

h:تابع مورد درخواست        X A B  تعريف كنيم؟ بايد به هر چطور راx X 
مرتب چون جفتيك    ?,?h x  ي لفهؤو م.   .  .ي اول آن در لفهؤكنيم كه م نظير

f:، دو تابعدرست استهايمان چه هستند؟ داده. باشد. . .  دوم آن در  X A و
:g X B متناظر با هر پس. اندداده شدهx X عضوهاي ، f x A 

و g x B رو طبيعي است كه  از اين. ايمرا داده h x  جفترا 
بمرت    ,f x g x درنظر بگيريم:  

  
  
  

  
. اسـت هاي مورد نظـر قضـيه   داراي ويژگي  fي ررسي كنيم كه تابع ساخته شدهحال بايد ب

xبراي هر.  اثبات سرراست است X، داريم  .  

                      ) تعريف تركيب توابع(     p h x p h x  

تعريف ( h x  (                    ,p f x g x  
p         (                               تعريف ( f x  

pپس  h f .كه نشان دهيدهمين صورت، بهq h g.  

قبـل از اينكـه   ، حـال . ده اثبات شدهاي خواسته شبا ويژگي  fتاكنون وجود تابع       
قـبلاً نيـز   مطابق آنچه كـه  . كنيمچنين تابعي را اثبات  يكتايي بايد، فراموش كنيم
,هر دو تابع  كه كنيمگفتيم، فرض مي :h h X A B   هاي مـذكور در  داراي ويژگي

p(يعنـي، . قضيه باشند h f،q h g( و)p h f ،q h g ( .   بايـد

    ,

hX A B

x f x g x
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hنشان دهيم كه  h يعني براي هر ،x X،   g x h x.  كنـيم كـه   توجه مـي
 h x و h x  درA B هستند و دو عضوA B لفـه ؤاند كه موقتي با هم مساوي-

  . ها نظير به نظر مساوي باشندآن هاي
)روشن است كه       ( ))p h xي اوللفهؤم h x و( ( ))p h x ي اولمؤلفه( )h xاست .

pولي بنابر h fي اول، مؤلفه h x با برابر( )f xاست و بنابرp h f مؤلفه ،-

)رابر با هماننيز ب xh)(ي اول )f xهـاي  با استدلالي مشابه، نشان دهيد كه مؤلفـه . است
دوم  h x و( )h x شوديم  طور كامل اثبات قضيه به صورت،به اين . ندبرابر!    

سـاده و سرراسـت    .خواهيـد ديـد   علوم رياضـي  هايي اين چنين را در سراسراثبات     
  ولي، هستند

ي چنين هموزيد كه به تنهايي قادر به ارائبيا تمرين كردنبايد با 
  !از ما گفتن. هايي بشويداثبات

  

  بحث در كلاس   5.3.6
  نمودار زير را در نظر بگيريد   
  

| | |

B A

CD

p p

pp

B A B A

g f

D C D C

  

  
  

  

استدلال كنيد كـه   ،ي قبلاز صورت قضيهاستفاده  اب .توابع تصوير هستندها  pكه در آن 
h:تابعي منحصر به فرد چون  A B C D   هاي حاصـل را جـا  وجود دارد كه مربع 

حتماً صورت مثلثي زير رسم كنيـد،   بالا را بهموفق نشديد، نمودار  اگر  .سازدمي ييجا به
  .موفق مي شويد
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B A

A B

g p f p

D C

C D





 
  

در اين نمودار را  hتوانيد تابعي قبل، ميدر اثبات قضيه hحال با الگو قرار دادن تعريف   
  : صورت زير تعريف كنيد به

      , ,

hA B C D

a b f a g b

  


  

نويسيم معمولاً مي، hبا توجه به تعريف تابع  ,h f g  يا گاهي ،h f g  .  

-به) ديديم 12.4.2تعريف  كه در(  اجتماع مجزاحال همتاي اين مطالب را براي       

كنـيم  در نوشتن، فرض مـي براي راحتي كار . دهيم ي قرار ميضرب مورد بررسجاي حاصل
A B يعنـي  است مجزا ياجتماع دو مجموعه ،A B  )   صـورت  در غيـر ايـن

({2({بايد اجتماع مجزاي ( {B 1( {A B A  


-كه نوشتهرا در نظر بگيريم،  

  ).كندهايمان را قدري پيچيده مي

  

   تعريف   6.3.6
A) مجزا(همراه با هر اجتماع               B  تابع طبيعي شموليدو Ai ،Biبه  

  صورت زير وجود دارند               
B Ai iB A B A    

b b a a  
  ويژگيرا زير هستند كه آن مهمداراي ويژگي  توابع شمولي طبيعياين              

  .ناميممي همضربجهاني             
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  )گي جهاني همضربژوي( قضيه   7.3.6
gواه براي هر دو تابع دلخ             fB X A  ،تابع منحصر به فرد  

           :h A B X  پذيرندهاي زير تعويضوجود دارد به طوري كه  مثلث.  
Ahيعني،             i f ،Bh i g. 
  

|

B Ai iB A B A

g h f

X

  



  

  اثبات
توجه كنيد كه تفاوت اين نمودار بـا  ،  hيكتاييو  وجوداهنمايي  براي اثبات قبل از ر 

يعنـي ايـن دو   . اندشده عكسبرها ي پيكاندر اين است كه همه 3.3.6ي نمودار قضيه

  .يكديگرند دوگانقضيه 

h:براي تعريف تابع  كه ميكنتصور نمي       A B X  ،نياز بـه   ،قضيه در مورد نظر
f:چون ! كمك داشته باشيد A X  و:g B X  توانيـد  راحتي مـي ، بهداريدرا

A )مجزا(  اجتماعرا از  hتابع B  بهX تعريف كنيداي زير هطبه صورت دو ضاب:   

          

    
Aتوجه كنيد كه چون          B ، پسh تعريف است، در غير اين صـورت  وشخ

A در اي xممكن بود براي  B ،   f x g x  دو مقـدار بـراي   در نتيجهو h x 
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ي كـار اثبـات قضـيه را بـه عنـوان      بقيه. تعريف تابع است با متناقضآمد كه دست مي به
در  ايـن چنـين    پر پيچ و خـم  هاياثباتاز اين پس با . تمرين در منزل انجام دهيد

هـاي آنـاليز   ايـن قضـيه در درس   .شـويم زياد مواجه ميهاي ديگر رياضي اين درس و درس
 نيست؟! روشن است hدليل آن با توجه به تعريف(نيز معروف است  لم چسبرياضي به 

  
 

  .بياموزيد و انديشه ورزي كنيد.         بياموزيد و انديشه ورزي كنيد

   بحث در كلاس   8.3.6
  .را به بحث بگذاريدبنويسيد و آن) مجزا(را براي اجتماع  5.3.6همتاي بحث 

  
ي معكوس نگاره وي مستقيم نگارهيك ويژگي بسيار مهم ديگر تابع هاي 

       
   

,f fA B B A

X f X Y f Y

 
 

 
 

P P P P
  

و اثبــات سرراســت آن را  آوريــمزيــر مــي يقضــيه دركــه در بخــش قبــل قــول داديــم، را 
  .گذاريممي هابهترين شماي به عهده

  

  قضيه  9.3.6

fفرض كنيم  gA B C  در اين صورت،. شندتابع با  

1 - g f g f
  
    

2 - g f f g
  
 . )به تغيير ترتيب توجه كنيد.(  

  :زبان نموداري، داريمبه 
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( )

( )

( )

A A

f f

B g f B g f

g g

C C






 



P

P

P

  

  
 
 
 

( )

( )

( )

A A

f f

B g f B g f

g g

C C






 



P

P

P

 

 
 
 

  3.6  تمرين

,فــــرض كنيــــد كــــه دو تــــابع حقيقــــي      .1 :f g    بطهاضــــبــــا-

ــاي )هــ ) cotg x x 2+1 و  ( )f x   ــد ــده انــ ــف شــ ــاي  . تعريــ ــابع هــ تــ
fمركب  g  وg f را مشخص كنيد. 

f:دو تابع  .2     و:g    هاي ابطهضبا( ) lnf x x  و
( ) xg x e تابع هاي مركب . تعريف شده اندf g وg f را مشخص كنيد. 

 را اثبات كرديد؟ 2.3.6بحث  4پذيري مورد سؤال بند شركتآيا  .3
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بحث سؤال ؟ پاسخ دهيد 5.3.6بحث  يولي ساده مهم توانستيد به سؤالآيا  .4

  .را فراموش نكنيد 8.3.6

f:تابع فرض كنيد  .5 A A  اشد كه براي هربچنانa A ،. ( ( ))f f a a 
 .متقارن استAاي رويبه عنوان رابطه fثابت كنيد كه 

a:، تابع aبراي هر عدد صحيح  )مهم( .6    را با( )a x xa   تعريف
.داريم  bو aنشان دهيد كه براي هر دو عدد صحيح . كنيد ab a b      

a:، تابع aبراي هر عدد صحيح  ) مهم( .7    را با( )a x x a    تعريف
.يم  دار bو aنشان دهيد كه براي هر دو عدد صحيح . كنيد a b a b     

  ).تمرين خوبي است(را اثبات كنيد  9.3.6ي قضيه .8

          

 

 

   


