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  درس کنترل مدرندرس کنترل مدرن  اصلیاصلی  مبانیمبانییادآوري یادآوري   ::بخش اولبخش اول33 )1

  مقدمه  -1-1

زمانی و  هاي روشو  2را با استفاده از تابع تبدیل 1تک خروجی -تک ورودي  هاي سیستم در درس کنترل خطی، تحلیل و طراحی
هاي  این جزوه با استفاده از اصول درس کنترل مدرن، تحلیل و طراحی حوزه زمانی سیستمدر  .فرکانسی مورد بررسی قرار گرفت

   .کنیم میبررسی  3کنترلی را با استفاده از مدل فضاي حالت
 هاي سیستمدر فضاي حالت که نظریه نوین کنترل نام گرفته است، به منظور برآوردن قیدهاي سخت تر بر عملکرد  سازي مدل

 هاي سیستممزیت عمده تحلیل و طراحی  .پیچیدگی و سهولت دسترسی به کامپیوترها بکار گرفته شده استکنترل، افزایش 
   .باشد می 4چند ورودي و چند خروجی هاي سیستمکاربرد آن در ، کلاسیک هاي روشکنترل مدرن نسبت به 

   .باشد میدرس لازم  ازنی پیشقبل از آنکه با مباحث اصلی درس آشنا شویم، مرور و مطالعه برخی موضوعات 

  :مروري بر اصطلاحات و تعاریف کنترلی - 1-2

آن  یکیزیتنها به نوع ف ستمیس .کنند میرا دنبال  ینیو هدف مع کنند میکار  باهماست که  ییاز اجزا اي مجموعه ستمیس: سیستم - 1
  .میبکار بر توانیم می زیاقتصاد ن رینظ ایمجرد پو هاي پدیدهرا در مورد  ستمیمفهوم س .شود نمیمحدود 

 

( )r t ( )y t

  
)يبا ورود ستمیس کی :1-1 شکل )r t یو خروج ( )y t  

از اعمال  یپاسخ ناش یعنیجمع آثار در مورد آن صادق باشد،  تیاست که خاص 5یخط یستمیس :یرخطیغ /یخط هاي سیستم -2
 6در غیراینصورت سیستم را غیرخطی .باشد ها ورودي نیا تک تکاز  یناش هاي پاسخ، برابر جمع )کیتحر( يورود نیهمزمان چند

  .گویند

 :نمود انیب ریز به صورت توان میرا  ستمیمشخصه س نیا ،یاضیاز نظر ر
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1 Single Input – Single Output Systems (SISO Systems) 
2 Transfer Function 
3 State Space Model  
4 Multiple Input – Multiple Output Systems (MIMO Systems) 
5 Linear System 
6 Non-Linear Systems 
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 یرخطیغ هاي سیستم یخروج - يمشخصه ورود چند نمونه از: 2-1 شکل

    1-1مثال 

  :باشند میزیر خطی  هاي سیستمکدامیک از 
 )1 5 ( )( ) x ty t e−=

 

  

  :کنیم میاستفاده  1- 1براي بررسی خطی بودن رابطه ورودي خروجی یک سیستم، از رابطه 
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   .برقرار نیست بنابراین سیستم خطی نیست 1- 1رابطه 
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   .خطی استبرقرار است بنابراین سیستم  1- 1رابطه 

 )3 ( )( ) sin 2 ( )y t x t=
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   .برقرار نیست بنابراین سیستم خطی نیست 1- 1رابطه 

 )4 ( ) 4y t =
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   .برقرار نیست بنابراین سیستم خطی نیست 1- 1رابطه 
< 

در  ستمیس هاي مشخصهاست اگر رفتار و  1با زمان تغییرناپذیر ستمیس ،یاز نظر مفهوم :با زمان تغییرپذیر/ریرناپذییتغ ستمیس  - 3
  .باشند میبا زمان  تغییرناپذیر هاي سیستمسر و کار داریم،  ها آنی که در عمل با های سیستماکثر  .زمان ثابت باشند یط
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  با زمان تغییرناپذیرسیستم : 3-1 شکل

 :نمود انیب ریز به صورت توان میرا  ستمیمشخصه س نیا ،یاضیاز نظر ر

)1-2(  ( ) ( )
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   .باشد میبا زمان  تغییرناپذیرسیستم مثال یک مدار با عناصر ثابت مقاومت، سلف و خازن یک  به عنوان
مثال سیستم یک موشک در حال  به عنوان .گویند 2با زمان تغییرپذیربرقرار نباشد، سیستم را  2- 1اگر براي سیستمی رابطه 

   .باشد میزیرا سرعت موشک به جرم آن بستگی دارد که مدام در حال کاهش  باشد میبا زمان  تغییرپذیرسوخت یک سیستم 

    2-1 مثال

  :باشند می تغییرناپذیر با زمانزیر  هاي سیستمکدامیک از 
 )1 5 ( )( ) x ty t e−=

  

  :کنیم میاستفاده  2-1بودن رابطه ورودي خروجی یک سیستم، از رابطه  تغییرناپذیر با زمانبراي بررسی 

                                                                                                                                                           
1 Time Invariant System 
2 Time Variant System 
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   .باشد میپذیر با زمان تغییرنابنابراین سیستم  استبرقرار  2- 1رابطه 
  

 )2 ( )( )y t t x t=
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   .باشد میبا زمان  تغییرپذیربرقرار نیست بنابراین سیستم  2- 1رابطه 

<  

 ستمیبا زمان را داشته باشد، س يتغییرناپذیربودن و  یخط تیکه دو خصوص یستمیس :با زمان ریرناپذییو تغ یخط ستمیس - 4
  .شود میخوانده ) LTI( با زمان ریرناپذییو تغ یخط

    3-1مثال 

   .باشد می LTIزیر  هاي سیستمنشان دهید که 
 ( )( ) 3y t x t=

 

  

  :کنیم میاستفاده  1- 1براي بررسی خطی بودن رابطه ورودي خروجی یک سیستم، از رابطه 
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 2-1بودن رابطه ورودي خروجی یک سیستم، از رابطه  تغییرناپذیر با زمانبراي بررسی  .خطی استنابراین سیستم ب استبرقرار  1-1رابطه 
  :کنیم میاستفاده 
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   .باشد می با زمان تغییرناپذیربنابراین سیستم هم خطی و هم ؛ باشد میبرقرار است بنابراین سیستم تغییرناپذیر با زمان  2- 1رابطه 
<  

 کیمستقل در  ریهر مقدار از متغ يآن به ازا یاگر خروج ،ندیرا بدون حافظه گو یک سیستم :بدون حافظه/دار حافظه ستمیس -5
 دار حافظه ستمیرا نداشته باشد، س تیخاص نیکه ا یستمیس .داشته باشد یدر همان زمان بستگ يزمان مفروض، فقط به ورود
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 هایی زماندر  يورود ریرا درباره مقاد یاست که اطلاعات ستمیدر س یزمیمنتاظر با وجود مکان ستم،یس کیمفهوم حافظه در  .ندیگو
  .کند می رهیذخ ای نگه داشته ،يبجز لحظه جار

محسوب  دار حافظهمثال یک مدار مقاومتی خالص یک سیستم بدون حافظه است اما مدارهاي شامل سلف و خازن  به طور
   .شوند می

  

 یو گذشته بستگ یدر لحظه کنون يورود ریدر لحظه فقط به مقاد یاگر خروج ندیگو 1یرا عل یستمیس :یعلّغیر/یعلّ ستمیس - 6
فیزیکی موجود  هاي سیستمتمامی  .کند مین بینی پیشرا  ندهیآ ریمقاد رایز ندیگو غیر پیشگورا اغلب  یستمیس نیچن .داشته باشد

  .باشند میهاي علی  سیستم
 

) ابدین شیبدون حد افزا يمقدار ورود یعنی(کراندار  يورود کیبه  ستمیس کی) پاسخ( یاگر خروج :اپایدارن/داریپا ستمیس - 7
کوچک به  هاي ورودياست که در آن  یستمیس داریپا ستمیس  ،غیررسمی انیبه ب .نامند می داریرا پا ستمیس  کراندار باشد،

  .که همگرا باشند شوند میمنجر  هایی خروجی
 

 یحداقل به خوب ای قاًیرا دق ستمیس یکینامیکه رفتار د ریاضی استمعادله  کی یکینامید ستمیس یاضیمدل ر :یاضیمدل ر -8
   .ددا شیمختلف نما هاي روشبه  توان مینبوده و آن را  کتای ستمیس کی یاضیمدل ر .دهد یم شینما

 توان یرا م محیطی زیست یحت ای ياقتصاد  ،یحرارت ،یکیالکترون  ،یکیمکان ستمیها را، اعم از س ستمیاز س ياریبس یکینامید رفتار
 نیمثلاً قوان ستم،یحاکم بر س یکیزیف نیبا استفاده از قوان توان میمعادلات را  نیا .نمود فیتوص یلیفرانسیبر حسب معادلات د

   .آورد به دست یکیالکتر يستمهایس يبرا رشفیک نیو قوان یکیمکان هاي سیستم يبرا وتنین
 سازي مدلبلوکی  هاي دیاگرامبه چهار روش، تابع تبدیل، معادلات حالت، معادلات دیفرانسیل و  توان میفیزیکی را  یک سیستم

  .نمود

سیستمی که بردار  .گویند که بعد بردار حالت آن متناهی باشد 2تعریف، سیستمی را فشرده بنا بر :گسترده/سیستم فشرده -9
  .امندن 3حالت نامتناهی داشته باشد را گسترده

  :مروري بر مبانی جبر خطی -1-3

  :فضاهاي برداري -3-1- 1
  

از عناصر به نام اسکالرها به همراه دو عمل جمع و ضرب تشکیل شده است، بطوریکه  اي مجموعهاز  F یک میدان :میدان - 1
 :شرایط زیر را برآورده سازند

α، یک عنصر متناظر Fدر  βو  αبراي هر دو اسکالر  • β+  درF  وجود داشته که مجموعα  وβ نامیده شده و
  .، وجود داردشود مینامیده βو  α ضرب حاصلکه  Fدر  αβ همچنین یک عنصر

 :داریم Fدر  γو  α،βبراي هر سه اسکالر  •

α β β α
αβ βα

+ = +
 =

 )1  

                                                                                                                                                           
1 Causal 
2 Lumped  
3 Distributed  
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( ) ( )
( ) ( )
α β γ α β γ

αβ γ α βγ

+ + = + +


=
 )2  

( ) ( ) ( )α β γ αβ αγ+ = + )3  

• F  ازاي هر اسکالر  بهکه  اي گونهدارد به  1با  شده دادهو یک عنصر نشان  0با  شده دادهیک عنصر نشانα  درF داریم:  

0 0α α α+ = + = )1  
.1 1.α α α= = )2  

0α: وجود دارد بطوریکه Fدر  βیک عنصر  Fدر  αبراي هر عنصر  • β+ = 

0αبراي هر عنصر  • 1αγ: وجود دارد بطوریکه Fدر  γیک عنصر  Fدر  ≠ = 
  

و یا مجموعه  دهند میان اعداد حقیقی را تشکیل با قواعد جمع و ضرب معمولی، مید ¡مثال مجموعه اعداد حقیقی  به طور
  )چرا؟( .دهند میبا قواعد جمع و ضرب معمولی، میدان اعداد صحیح را تشکیل ن ¢اعداد صحیح 

  
  

جمع شده و در  باهمند توان میاز بردارهاست که  اي مجموعه، Fبه روي میدان Vرداري فضاي ب :فضاي برداري  -2
 ه وبود Vبردار در اسکالرها نیز عضو  ضرب حاصلکه حاصل جمع بردارها و  اي گونهضرب گردند، به  Fاسکالرهاي میدان 

  :شرایط زیر را برآورده سازند
): داریم Vعضو  wvو uv ،vvبراي بردارهاي  • ) ( )u v w u v w+ + = + +v v v v v v 

0با  شده داده ، نشانVیک عنصر •
v  وجود دارد که براي هر عنصرuv عضوV 0: داشته باشیم 0u u u+ = + =

v vv v v 

−u، یک عنصر Vدر  شده دادهبراي یک عنصر  • v  درV وجود دارد که داشته باشیم اي به گونه:
( ) ( ) 0u u u u+ − = − + =

vv v v v 

 : داریم Vدر  uvبراي کلیه بردارهاي  •

( )
( ) ( )

u u u

u u

α β α β

αβ α β

+ = +

=

v v v

v v  

 :داریم Vدر  vvو  uvبردارهاي  .Fدر میدان  αبراي هر  •

( )u v u vα α α+ = +v v v v  
u.1: داریم Vدر uvبراي هر  • u=v v  
)بردارهاي  موعهمثال مج به طور ){ }21, ,...., n iv v v v= ∈v v v v  .دهند مییک فضاي برداري را تشکیل ن ¡بر روي میدان  ¡

  )چرا؟(
  

گویند، اگر تحت  Fبه روي میدان  Vاز  زیر فضارا یک  Vفضاي برداري از  زیرمجموعههر  :برداري زیر فضاي - 3
  .تشکیل دهد Fیک فضا روي میدان  Vعملیات 

  :مثال به طور
2 3... n⊂ ⊂ ⊂¡ ¡ ¡ ¡ 

  

v اشتراك چند زیر فضا از فضاي برداري  :قضیهV ي برداري نیز زیر فضایی از فضاV باشد می.  
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  :مثال به طور
2 3... n n= ⊂¡I¡ I¡ I¡ ¡ ¡  

  

  :ترکیب خطی و پایه فضاي برداري - 3-2- 1
  

1اگر بردارهاي  :ترکیب خطی .1 2, ,...., nv v vv v v  بردارهاي متعلق به فضاي برداريV  1و اسکالرهاي 2, ,..., nα α α  متعلق به
 :گردد میرا که به صورت زیر تعریف  vvباشند، آنگاه بردار  Fمیدان 

)1 -3(  1 1 2 2
1

....
n

i i n n
i

v v v v vα α α α
=

= = + + +∑v v v v v
 

1ترکیب خطی از بردارهاي  2, ,...., nv v vv v v نامند.   
1اگر بردارهاي  :اسپن .2 2, ,...., nv v vv v v  متعلق به فضاي برداريV  بوده و هر بردارv V∈v  به صورت ترکیب خطی از را بتوان

1ها بردار 2, ,...., nv v vv v v  1نمایش داد، آنگاه گوییم که این فضا توسط بردارهاي 2, ,...., nv v vv v v ده استش 1اسپن: 

{ }1 2, ,...., nV span v v v= v v v  
  

1بردارهاي : استقلال و وابستگی خطی بردارها .3 2, ,...., nv v vv v v  متعلق به فضاي برداريV  را مستقل خطی گویند، اگر
1اسکالرهاي  2, ,..., nα α α  متعلق به میدانF ود داشته باشند، بطوریکه داشته باشیموج: 

 

1 1 2 2 1 2.... 0 ... 0n n nv v vα α α α α α+ + + = → = = = =v v v  
   .در غیراینصورت این بردارها را وابسته خطی گویند

  

   .بعدي مستقل خطی، صفر است nبرداري  nن قرارداددترمینان ماتریس حاصل از کنار هم  :نکته
  

    3-1مثال 

  :استقلال و وابستگی مجموعه بردارهاي زیر را بررسی نمایید

)1
1 1 5
0 , 0 , 0
2 0 4

      
      
      
      
      

 

  

  :با استفاده از روش دترمینان داریم

( )1 2
1 1 5

0 0
0 0 0 1 1 0

2 4
2 0 4

+= − × × =

  
   .بنابراین سه بردار وابسته خطی هستند

                                                                                                                                                           
1 Span 
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)2
1 1
0 , 0
2 0

    
    
    
    
    

 

  

  :کنیم میا بررسی براي این دسته بردار تعریف استقلال خطی ر
1 1 0
0 0 0 0 0 0
2 0 2 0 0

0
0 0

0 0
2 0 0

2 0

α β
α β

α

α β
α β β

α α
α

         
         + = → + =         
         
         

+   
+ = =    → = → →     = =    

   

  

  .خطی هستند مستقلبردار  دوبنابراین 
<  

1مجموعه بردارهاي : بردارهاي پایه .4 2, ,...., nv v vv v v  را پایه فضاي برداريV نامند اگر دو شرط زیر برقرار باشد: 

1بردارهاي  -1 2, ,...., nv v vv v v مستقل خطی باشند.  

}: داشته باشیم -2 }1 2, ,...., nV span v v v= v v v 
 

v هر بردار  :قضیهv V∈v  منحصر بفردي بر حسب بردارهاي پایه نمایش داد به صورت توان میرا.  

v بعد یک فضاي برداري با تعداد اعضاي مجموعه بردارهاي پایه آن برابر است :قضیه.  

v فضایی  اگر بعد :قضیهn  باشد، هر مجموعهn  باشد میبراي آن فضا  اي پایهعضوي مستقل خطی.  

v اگر بعد فضایی  :قضیهn  باشد، هر مجموعهm  عضوي بطوریکهm n< باشد میبراي آن فضا  اي پایهد توان مین.  
 

    4-1مثال 

  باشند؟ ¡3براي فضاي  اي پایهند توان میآیا بردارهاي زیر 

)1
3 1 1
0 , 0 , 0
3 0 1

      
      
      
      − −      

 

  

  :با استفاده از روش دترمینان داریم .خواهند بود ¡3براي فضاي  اي پایه حتماًاگر این سه بردار مستقل خطی باشند،  .بعد فضا سه است
3 1 1
0 0 0 0
3 0 1

=
− −  

   .باشند ¡3براي فضاي  اي پایهند توان میو ن سه بردار وابسته خطی هستند

)2
1 1
0 , 0
2 0
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   .نیستند ¡3براي فضاي  اي پایهن کمتر است، بنابرای) سه(تعداد بردارهاي این مجموعه از بعد فضا 

)3
2 0 0
0 , 1 , 4
0 1 1

      
      
      
      
      

 

  :با استفاده از روش دترمینان داریم .خواهند بود ¡3براي فضاي  اي پایه حتماًاگر این سه بردار مستقل خطی باشند،  .بعد فضا سه است

( )1 1
2 0 0

1 4
0 1 4 1 2 6 0

1 1
0 1 1

+= − × × = − ≠

  
   .باشند ¡3براي فضاي  اي پایهند توان میسه بردار مستقل خطی هستند، بنابراین 

<  
1مجموعه بردارهاي  :پایه یکه .5 2, ,...., ne e ev v v فضاي برداري  1یکه را پایهV اگر نرم هر یک از بردارها برابر یک باشدنامند ،.  

v مجموعه پایه یکه براي فضاي برداري یک مجموعه یکتاست :قضیه.  

iبه مجموعه پایه یکه از روش  براي تبدیل مجموعه بردارهاي پایه :نکته
i

i

ve
v

=
vv
v  کنیم میاستفاده  

    5-1مثال 

  :مجموعه پایه زیر را به پایه یکه تبدیل نمایید
2 0 0
0 , 1 , 4
0 1 1

      
      
      
      
      

 

1
1 2

1

2
2 2 2

2

2 2 1
1 10 0 0

22 0 0 0 0 0

00 0
1 1 11 1

2 20 1 1 1 1
1
2

ve
v

ve
v

     
     = = = =     + +      
     

 
 
    
    = = = =     + +           
 
 

vv
v

vv
v  

3
3 2 2

3

00 0
1 1 44 4

17 170 4 1 1 1
1
17

ve
v

 
 
    
    = = = =     + +           
 
 

vv
v  

<  
                                                                                                                                                           
1 Normal 
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1بردارهاي  :پایه متعامد .6 2, ,...., nv v vv v v فضاي برداري  1را پایه متعامدV نامند، اگر دو به دو بر هم عمود باشند.  

  .گویند 2شند، پایه را یکه متعامداگر مجموعه بردارهاي پایه، متعامد و یکه با :پایه یکه متعامد .7

1براي تبدیل مجموعه بردارهاي پایه :نکته 2, ,...., nv v vv v v 1، به مجموعه پایه یکه متعامد 2, ,...., nq q qv v v  از روش زیر استفاده
  :کنیم می

( )

( )

1
1 1 1

1

2
2 2 1 2 1 2

2

1

1

T

n
T n

n m i m k n
i n

uu v q
u
uu v q v q q
u

uu v q v q q
u

−

=

 = =



= − =





= − =


∑

vv v v
v
vv v v v v v
v

M M
vv v v v v v
v

  

    6-1مثال 

  :بدیل نماییدمجموعه پایه زیر را به پایه یکه متعامد ت
2 0 0
0 , 1 , 4
0 1 1

      
      
      
      
      

 

1
1 1 2

1

2 2 1
10 , 0 0

2 0 00 0 0

uu q
u

     
     = = = =     + +     
     

vv v
v  

( ) ( )2 2 1 2 1

0

0 0 1 0
1 1 0 0 1 0 1
1 1 0 1

Tu v q v q

=

        
        = − = − =        

                

v v v v v

1442443

  
2

2 2 2
2

0 0 0
1 11 1 0.71

20 1 1 1 1 0.71

uq
u

     
     = = = =     + +      
     

vv
v  

( ) ( )3 3 2 3 2

3.5

0 0 0 0 0 0
4 0 0.71 0.71 4 0.71 4 2.5 1.5
1 1 0.71 1 2.5 1.5

Tu v q v q

=

            
            = − = − = − =            

             −            

v v v v v

14444244443

  

( ) ( )
3

3 2 2
3

0 0
1 1.5 0.33

0 1.5 1.5 1.5 0.33

uq
u

   
   = = =   

+ + −    − −   

vv
v  

<  
                                                                                                                                                           
1 Orthogonal 
2 Orthonormal 



   وه   ی    رل  درن

 15صفحه 

  :معادلات خطی هاي دستگاه - 3-3- 1
  

  :دستگاه معادلات خطی زیر را در نظر بگیرید

)1 -4(  
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

M
 

  

  ماتریسی به فرم توان میاین معادلات را  .اند شدهفرض  Fعناصر میدان  ixو  ija ،ibکه در آن 
  

)1 -5(  

{ {
1 1

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

...

...

...
n mm n

n

n

m m mn n m

x bA

Ax b
a a a x b
a a a x b

a a a x b
× ××

=

    
     
     =
     
     
     

vv

vv

M M O M M M

144424443

 

  :به تعاریف زیر توجه کنید .ب نمودنیز مرت 
  .نامند می Aماتریس  1را فضاي گستره Aماتریس  هاي ستونفضایی شامل تمام ترکیبات خطی : فضاي گستره - 1

 هاي ستونسطر یا  تعداد بردارهاي مستقل خطیکثر که برابر با حدا Aبعد فضاي گستره ماتریس  :رتبه یک ماتریس -2
)با  آن راو  نامند می Aماتریس 2رتبهرا  باشد می Aماتریس  )rank A  دهند مینمایش.  

0Axممکن معادله  هاي جوابفضایی شامل تمام  :فضاي پوچی - 3 =
vv ماتریس  3را فضاي پوچیA نامند.  

)با  آن راو  نامند Aماتریس  4را پوچی Aبعد فضاي پوچی ماتریس  :پوچی -4 )nullity A  دهند مینمایش.   
  

  :داریم Aبراي هر ماتریس  :نکته
( ) ( )min ,rank A m n≤  

)رابطه بین  :نکته )rank A  و( )nullity A ی برابر های ستونتعداد  باn زیر است به صورت:  
( ) ( )nullity A n rank A= −  

)باشد، ماتریس داراي اگر دترمینان ماتریسی مخالف صفر  :نکته )rank A n= بوده و آن را ماتریسی با رتبه کامل گویند.   
)براي تعیین  :نکته )rank A  ابتدا با عملیات سطري مقدماتی، ماتریس ) داراي نقص رتبه است(ماتریسی که رتبه کامل ندارد

   .کنیم میل تبدی یافته کاهش یالحاق را به فرم پلکانی
  

    7-1مثال 
)زیر  يها ماتریسبراي  )rank A  و( )nullity A را مشخص نمایید:  

                                                                                                                                                           
1 Range Space 
2 Rank 
3 Null Space 
4 Nullity 
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)1
5 2 0
1 5 8
1 0 0

A
 
 =  
 
 

 

  

)براي تعیین  )rank A  کنیم میابتدا دترمینان آن را محاسبه:  

( )

( )
( )

3 1
5 2 0

2 0
1 5 8 1 1 16 0

5 8
1 0 0

3

3 3 0

rank A

nullity A

+= − × × = ≠

=→ 
= − =

  

)2
0 1 1 2
1 2 3 4
2 0 2 0

A
 
 =  
 
 

 

بنابراین هم ارز  .)دترمینان قطعاً صفر است( .د رتبه کامل باشدتوان میبرابر نیست بنابراین ماتریس ن باهمتعداد سطر و ستون این ماتریس 
  :آوریم می به دستآن را  1یافته کاهشپلکانی الحاقی 

3 1 31 2

3 2 3 2 1 1

0.5

0.5 2

0 1 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 0 1 1 2 0 1 1 2
2 0 2 0 2 0 2 0 0 2 2 4

1 2 3 4 1 0 1 0
0 1 1 2 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0

R R RR R

R R R R R R

− + ↔↔

− + ↔ − + ↔

     
     ←→ ←→     
     
     

   
   ←→ ←→   
   
   

  ( )
( )

2

4 2 2

rank A

nullity A

=→ 
= − =

  

<  
  :بردارهاي ویژه و مقادیر ویژه - 3-4- 1

n ضرایب یعنی با شرط مربعی بودن ماتریس را 4- 1دستگاه معادلات  nA    .در نظر بگیرید ×

                                                                                                                                                           
  :مثال. یک ماتریس پلکانی است اگر تعداد صفرهاي شروع هر سطر آن نسبت به سطر قبل بیشتر باشدAماتریس  1

1 2 3 4
0 5 0 4
0 0 8 0

A
 
 =  
 
 

  

  : مثال. یک ماتریس پلکانی کاهش یافته است اگر اولیه درایه بعد از هر صفر در شروع سطر عدد یک باشد Aماتریس 
1 2 3 4

0 1 0 4

0 0 1 0

A

 
 

=  
  
 

  

  :مثال. شروع سطر همگی صفر باشندیک ماتریس پلکانی الحاقی کاهش یافته است اگر دیگر درایه هاي ستون شامل اولین عدد یک در  Aماتریس 
1 1 0 7

0 1 0 6

0 0 1 1

A

 
 

= − 
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

M
  

bرا به بردار  xvردر نظر گرفت که هر بردا ¡nنگاشتی در فضاي  به صورت توان میاین دستگاه را 
v  نگارد می( .کند میتبدیل (

  :داریم ،)تغییر کند اش اندازهتنها  Aیعنی تحت نگاشت (داشته باشد،  λبه طول  اي اندازهصرفاً تغییر  Aتحت نگاشت  xvاگر 
)1 -6(  Ax xλ=v v

 

  :بنابراین
( ) ( )0 0Ax x A I x x Null Space A Iλ λ λ− = → − = → ∈ −

v vv v v v  
   .گویند iλتناظر با مقدار ویژه م 2ها را بردار ویژه ixvو  Aماتریس  1را مقادیر ویژه iλ .خواهد بود

  مقادیر ویژه یک ماتریس از رابطه 
)1 -7(  ( ) 0A I Aλ∆ = − =  

)که در آن  آیند می به دست )A∆ 3معادله مشخصه ماتریس A  شود مینامیده.   
    8-1مثال 

  :ژه ماتریس زیر را مشخص نماییدمقادیر وی
5 2 0
1 1 1
1 0 0

A
 
 = − 
 
 

 

  

  :داریم 6- 1با استفاده از رابطه 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

1 1 1 2

1 2

2 3 2 2 3

1 0 0 5 2 0 0 0 5 2 0 5 2 0
0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

1 1 1 1
1 5 1 2 5 1 0 2 1

0 1

5 2 2 5 5 2 2

A I A
λ λ

λ λ λ λ
λ λ

λ
λ λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

+ +

− −       
       ∆ = − = − − = − − = − + −       
        −       

+ − − −
= − − + − − = − + − + − −

−

= − + − − = + − − − − = −

123 14243

2

1

2

3

4 7 2 0

5.37
1
0.37

λ λ

λ
λ
λ

− − =

=
 = −
 = −

  

<  
  :کنیم میزیر عمل  به صورتبراي محاسبه بردارهاي ویژه، 

   .آوریم می به دسترا  بردارهاي ویژه 6- 1اگر ماتریس داراي مقادیر ویژه تکراري نباشد، با استفاده از رابطه ) الف

                                                                                                                                                           
1 Eigen Value 
2 Eigen Vector 
3 Characteristic Equation 
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بردار ویژه مستقل  kباشد، این ماتریس حداقل یک و حداکثر  kاز درجه تکرار 1λاگر ماتریسی داراي مقدار ویژه تکراري ) ب
تعداد بردار ویژه α .آید می به دست 6- 1از رابطه ها ivvمستقل خطی یعنی ویژه  هايبردار .شتخواهد دا 1λخطی متناظر با 

  : آید می به دستاز رابطه زیر  kتکراري از مرتبه  1λمستقل خطی متناظر با 
)1 -8(  ( )1k rank I Aα λ= − −  

  

    9-1مثال 
  :ي زیر را مشخص نماییدها ماتریسمقادیر ویژه و بردارهاي ویژه 

1 0 0
0 2 12
0 1 1

A
 
 = − 
 − 

 )1  

  

  :داریم 7-1با استفاده از رابطه براي محاسبه مقادیر ویژه 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

1 1 2

1

2

1

2

3

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 2 12 0 0 0 2 12 0 2 12
0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1

2 12
1 1 1 2 1 12 1 3 2 12

1 1

1 3 10 1 5 2

5
1
2

A I A
λ λ

λ λ λ λ
λ λ

λ
λ λ λ λ λ λ λ

λ

λ λ λ λ λ λ

λ
λ
λ

+

−       
       ∆ = − = − − = − − = + −       
       − − − +       

+ −
= − − = − + + − = − + + −

− +

= − + − = − + −

= −
=
=

123






  

  :داریم 6-1حاسبه بردارهاي ویژه با استفاده از رابطه ، بنابراین براي ماست يرتکراریغمقادیر ویژه 

1 11 1

1 1 1 2 2 2 3 2

3 3 2 3 3

1 1 1

2 3 2 1

32 3

51 0 0
5 3 0 2 12 5 2 12 5

0 1 1 5

5 0 0
4 4 4

114

x xx x
Ax x x x x x x

x x x x x

x x x
x x x x

xx x

λ
= −    

    = − → = − → − = − → − + = −    
    − − = −     

= − =   
   → = − → = − → = −   
   == −  

v v

v  

1 11 1

2 2 2 2 2 2 3 2

3 3 2 3 3

1 1 1

2 3 2 2

32 3

1 0 0
1 0 2 12 2 12

0 1 1

1 1
4 0 0

002

x xx x
Ax x x x x x x

x x x x x

x x x
x x x x

xx x

λ
=    

    = → = → − = → − + =    
    − − =     

= =   
   → = → = → =   
   ==  

v v

v  
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1 11 1

3 2 2 2 2 2 3 2

3 3 2 3 3

1 1 1

2 3 2 2

32 3

21 0 0
2 3 0 2 12 2 2 12 2

0 1 1 2

2 0 0
3 3 3

113

x xx x
Ax x x x x x x

x x x x x

x x x
x x x x

xx x

λ
=    

    = → = − → − = → − + =    
    − − =     

= =   
   → = → = → =   
   ==  

v v

v  

0 1 0.5
0 1 0
2 2 0

A
 
 =  
 − 

 )2  

  :داریم 7-1براي محاسبه مقادیر ویژه با استفاده از رابطه 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 1 3 3 2

1 1
3 2

1,2

3

1 0 0 0 1 0.5 0 0 0 1 0.5 1 0.5
0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 2 2 0 0 0 2 2 0 2 2

1 1 1
1 0.5 1 0.5 2 2 2 1

2 2 1 1

1 0
1 2
1

A I A

k

λ λ
λ λ λ λ

λ λ

λ λ
λ λ λ λ λ

λ

λ λ λ

λ

λ

+ +

− −       
       ∆ = − = − = − = − −       
       − − −       

− − −
= − − + − = − − + − + − −

− − −

= − − + =

= → =

= −

123 123





  

  :داریم 8-1، بنابراین براي محاسبه بردارهاي ویژه با استفاده از رابطه است يتکرارمقادیر ویژه 
( )

( ) ( )

3 1

1 0 0 0 1 0.5 1 1 0.5
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1

0 0 1 2 2 0 2 2 1
3 1 2

rank I A

I A rank I A

α

α

= − −

− −     
     − = − = → − =     
     − −     

→ = − =

 

1λبردار ویژه مستقل متناظر با مقدار ویژه تکراري  دوبنابراین    :آید می به دستزیر  به صورت 6-1که از رابطه  داریم =

2 3 11 1

1,2 1 1 2 2 2 2

3 3 1 2 3

1

2 1 3 2 1

3

1

1 2 3 2 2

3

0.50 1 0.5
1 0 1 0

2 2 0 2 2

1 1
0 2 0 0

22

0 0
0 2 1 1

22

v v vv v
Av v v v v v

v v v v v

v
v v v v v

v

v
v v v v v

v

λ
+ =    

    = → = → = → =    
    − − =     

=  
  → = → = → = → =  
  =  

=  
  → = → = − → = − → = − 
 =  

v v

v

v



  

3براي محاسبه بردار ویژه متناظر با  1λ = :داریم 6-1با استفاده از رابطه  −
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{

2 3 11 1

3 3 3 2 2 2 2

3 3 1 2 3

1

2 1 3 2 3

3

0.50 1 0.5
3 0 1 0

2 2 0 2 2

1 1
0 2 0 0

22

x x xx x
Ax x x x x x

x x x x x

x
x x x x x

x

λ
+ = −    

    = → = → = − → = −    
    − − = −     

=  
  → = → = − → = → =  
  −= −  

v v

v  

0 1 0
1 2 0

1 0 1
A

 
 = − 
 
 

 )3  

  

  :داریم 7-1براي محاسبه مقادیر ویژه با استفاده از رابطه 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )3 3 32

1

1,2,3

1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 2 0 0 0 1 2 0 1 2 0
0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1

1
1 1 1 2 1 1 2 1 1

1 2

1 3

A I A

k

λ λ
λ λ λ λ

λ λ

λ
λ λ λ λ λ λ λ λ

λ

λ

+

−       
       ∆ = − = − − = − − = −       
        − −       

−
= − − = − − + = − − + = −

−

= → =

123
  

  :داریم 8-1، بنابراین براي محاسبه بردارهاي ویژه با استفاده از رابطه است يرتکرامقادیر ویژه 
( )

( ) ( )

3 1

1 0 0 0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 1 2 0 1 1 0 1 2

0 0 1 1 0 1 1 0 0
3 2 1

rank I A

I A rank I A

α

α

= − −

−     
     − = − − = − → − =     
     −     

→ = − =

 

1λبنابراین یک بردار ویژه مستقل متناظر با مقدار ویژه تکراري    :آید می به دستزیر  به صورت 6-1که از رابطه  داریم =

2 11 1

1,2,3 1 1 2 2 1 2 2

3 3 1 3 3

1
1 2

2 1
1 3 3

3

0 1 0
1 1 2 0 2

1 0 1

0 0
0 0

11

v vv v
Av v v v v v v

v v v v v

v
v v

v v
v v v

v

λ
=    

    = → = → − = → − + =    
     + =     

=  
=   → → = → =   + =   =  

v v

v  

<  
  :ي مربعیها ماتریسقطري سازي  -3-5- 1

براي تبدیل یک ماتریس به فرم  .ي مربعی استها ماتریسقطري سازي  یکی از کاربردهاي مهم مقادیر ویژه و بردارهاي ویژه در
  :شود میقطري معادل از رابطه همانندي زیر استفاده 

   .باشد میماتریس تبدیل  Tکه در آن 
)1 -9(  1T AT−Λ =  
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  :مقدار ویژه متمایز داشته باشد nقطري سازي ماتریسی که ماتریس تبدیل براي ) الف
nاگر مقادیر ویژه ماتریس  nA با استفاده از آن  توان میمستقل خطی وجود دارد که بردار ویژه  nمتمایز باشند؛ آنگاه دقیقاً  ×

1اگر  .آورد به دسترا  Tماتریس تبدیل  2, ,..., nv v vv v v  بردارهاي ویژه مستقل خطی براي ماتریسn nA ماتریس تبدیل   باشند، ×
T گردد میر تعریف زی به صورت:  

nبه این ماتریس تبدیل که ماتریس  nA   را به فرم قطري  ×

   .گویند 1، ماتریس مدالکند میتبدیل 
nاگر ماتریس : نکته nA   قطري سازي شده باشد، 14- 1رابطه  به صورت ×

1k: داریم kبراي هر مقدار صحیح و مثبت  -1 kA T T −= Λ  
n این صورتباشند، در  Λاگر کلیه عناصر قطري  -2 nA 1 :معکوس پذیر بوده و داریم × 1 1A T T− − −= Λ 

    10-1ال مث
  :فرم قطري و ماتریس تبدیل ماتریس زیر را محاسبه نمایید

1 0 0
0 2 12
0 1 1

A
 
 = − 
 − 

  

  

  :داریم 9-1با استفاده از مثال 

1

2

3

51 0 0
0 2 12 1
0 1 1 2

A
λ
λ
λ

= − 
 = − → = 
 − =    

1 1 2 2 3 2

0 1 0
5 4 1 0 2 3

1 0 1
x x xλ λ λ

     
     = − → = − = → = = → =     
     
     

v v v

  
  برابر بوده  کند میتبدیل  Λرا به فرم قطري  Aکه ماتریس  Tبنابراین ماتریس مدال 

1

0 1 0 0 0.1429 0.4286
4 0 3 1 0 0

1 0 1 0 0.1429 0.5714
T T −

−   
   = − → =   
   
   

  

  :داریم 9- 1و با اعمال تبدیل 

                                                                                                                                                           
1 Modal Matrix 

)1 -10(  [ ]1 2 nT v v v= v v vL  

)1 -11(  
1

2

0 0
0

0
0 0 n

λ
λ

λ

 
 
 Λ =
 
 
 

L
M L

M O M
L
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1

0 0.1429 0.4286 1 0 0 0 1 0 5 0 0
1 0 0 0 2 12 4 0 3 0 1 0
0 0.1429 0.5714 0 1 1 1 0 1 0 0 2

T AT−

− −     
     Λ = = − − =     
     −       

  :به کد زیر توجه کنید
>> T=[0 1 0;-4 0 3;1 0 1] 
T = 
 0 1 0 
 -4 0 3 
 1 0 1 
>> A=[1 0 0;0 -2 12;0 1 -1] 
A = 
 1 0 0 
 0 -2 12 
 0 1 -1 
>> T^-1*A*T 
ans = 
 -5. 0000 0 -0. 0000 
 0 1. 0000 0 
 0 0 2. 0000 
<  

  :داشته باشدتکراري مقدار ویژه  قطري سازي ماتریسی کهماتریس تبدیل براي ) ب
بردار ویژه مستقل خطی نداشته باشد، لذا در  nاگر ماتریسی مقادیر ویژه تکراري داشته باشد ممکن است که مجموعه کاملی از 

 به دستقطري نمود و براي کمبود بردارهاي ویژه باید جایگزینی مناسب  10- 1آن را با ماتریس تبدیل  توان مین این صورت
   .آورد

nفرض کنید ماتریس  nA  به صورت 1λو تعدادي مقدار ویژه متمایز و متفاوت از  1λمانند  kیک مقدار ویژه مکرر مرتبه  ×
1,....,k nλ λ+ ماتریس  این صورتدر  .داشته باشدn nA خطی متناظر با مقادیر ویژه  بردار ویژه مستقل kحداقل یک و حداکثر  ×
)اگر  .خواهد داشت 1λتکراري  )1n rank I Aα λ= − بردار ویژه مستقل خطی متناظر با این مقدار ویژه  αباشد، تعداد  −

kمکرر وجود دارد و باید  α−  اضافی  بردارهاياین  .شوندبردار دیگر محاسبهiφ
v  نام دارند از  1یافته تعمیمکه بردارهاي ویژه

  :آیند می به دسترابطه زیر 

)1 -12(  
i i i i

j i j i

A v
A

φ λφ

φ λ φ φ

= +

= +

v v v
v v v

M

 

با رعایت این  .گیرند به ترتیب پس از بردار ویژه مربوطه قرار ها آن، باید دقت کرد که یافته تعمیمدر هنگام چینش بردارهاي ویژه 
  :نکته ماتریس قطري فرم بلوکی زیر را خواهد داشت

)1 -13(  

1

2

1

0

0

0
k

J
J

λ

λ

+

 
 
 
 

Λ =  
 
 
  
 

O

O

 

                                                                                                                                                           
1 Generalized Eigen Vector 
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  :است mبا درجه تکرار  iλبلوك جردن معادل مقدار ویژه تکراري  iJاین فرم رد .دوینگ 1که به آن فرم کانونیکال جردن

)1 -14(  
1 0

0
1

0 0

i

i
i

i m m

J

λ
λ

λ
×

 
 
 =
 
 
 

L
O M

M O O
L

 

  :جردن به شرح زیر است هاي بلوكخواص 
  .هستند Aکلیه عناصر روي قطر اصلی ماتریس مقادیر ویژه ماتریس  -1

  .کلیه عناصر زیر قطر اصلی صفر هستند -2

  .عناصر بالاي قطر اصلی یک یا صفر هستند -3

، برابر با تعداد بردارهاي ویژه مستقل خطی متناظر با آن مقدار iλمثل  شده دادهجردن متناظر با یک مقدار ویژه  هاي بلوكتعداد  -4
   .ویژه است

    11-1مثال 
:ي زیر را محاسبه نماییدها ماتریسفرم قطري و ماتریس تبدیل 

   2 1 1
1 2 1
0 0 1

A
 
 =  
 
 

 )1  

  :داریم 9-1استفاده از مثال  با

1,2

3

0 1 0.5
1 2

0 1 0
1

2 2 0

k
A

λ

λ

  = → = = →   = − −   
3 1 2α = − = 

1,2 1 2

1 0
1 0 , 1

2 2
v vλ

   
   = → = = −   
   
   

v v

  
:همچنین

 
3 3

1
3 0

2
xλ

 
 = → =  
 − 

v

  
  برابر بوده  کند میتبدیل  Λرا به فرم قطري  Aکه ماتریس  Tبنابراین ماتریس مدال 

1

1 0 1 0.5 0.5 0.25
0 1 0 0 1 0
2 2 2 0.5 0.5 0.25

T T −

   
   = − → = −   
   − − −   

  

  :داریم 9- 1و با اعمال تبدیل 

                                                                                                                                                           
1 Jordan Canonical Form 
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1

0.5 0.5 0.25 0 1 0.5 1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0.5 0.5 0.25 2 2 0 2 2 2 0 0 1
T AT−

     
     Λ = = − − =     
     − − − − −       

  :به کد زیر توجه کنید
>> A=[1 0 0;0 -2 12;0 1 -1] 
A = 
 1 0 0 
 0 -2 12 
 0 1 -1 
>> T=[0 1 0;-4 0 3;1 0 1] 
T = 
 0 1 0 
 -4 0 3 
 1 0 1 
>> T^-1*A*T 
ans = 
 -5. 0000 0 -0. 0000 
 0 1. 0000 0 
 0 0 2. 0000 
 

0 1 0
1 2 0

1 0 1
A

 
 = − 
 
 

 )2  

  

  :داریم 9-1با استفاده از مثال 

1,2,3

0 1 0
1 2 0 1 3

1 0 1
A kλ

 
 = − → = → = 
 
   
3 2 1α = − = 

1,2,3 1

0
1 0

1
vλ

 
 = → =  
 
 

v

  
  :داریم 12-1با استفاده از رابطه  .براي آن باید محاسبه گردد یافته تعمیمبردار ویژه  2و 

2 11 1
2 1

2 2 1 2 2
1

3 3 1 3 3

1

0 1 0 0
1 2 0 1. 0 2

1
1 0 1 1 1

1
1
0

φ φφ φ
φ φ

φ φ φ φ φ
φ

φ φ φ φ φ

φ

=      
=      − = + → − + = →        =       + = +       

 
 → =  
 
 

v

  

2 1 11 1

2 2 1 2 2 2

3 3 1 3 3 3

1 00 1 0 1
1 2 0 1. 1 2 1 1

1 0 1 0 0

φ φ φφ φ
φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ φ φ

= + =       
       − = + → − + = + → =       
        + = =        
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2

0
1
0

φ
 
 → =  
 
 

v
  

  برابر بوده  کند میتبدیل  Λرا به فرم قطري  Aکه ماتریس  Tبنابراین ماتریس مدال 

1

0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0

T T −

   
   = → =   
   −   

  

  :داریم 9- 1و با اعمال تبدیل 

1

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 2 0 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1

T AT−

     
     Λ = = − =     
     −       

  :به کد زیر توجه کنید
>> T=[0 1 0;0 1 1;1 0 0] 
T = 
 0 1 0 
 0 1 1 
 1 0 0 
>> A=[0 1 0;-1 2 0;1 0 1] 
A = 
 0 1 0 
 -1 2 0 
 1 0 1 
>> T^-1*A*T 
ans = 
 1 1 0 
 0 1 1 
 0 0 1 
<  

  



 

 

  
  
  
ش ش     ::دومدوم    

       رل  درن     رل  درن  ایای   قد  قد 
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  بر کنترل مدرنبر کنترل مدرن  اياي  مقدمهمقدمه: : بخش دومبخش دوم33 )2

  :مقدمه - 2-1

خواهیم  خودکار، نیاز به سیستم کنترل داریم نگهدر بسیاري از موارد اگر بخواهیم کمیتی فیزیکی را نزدیک به مقدار مطلوبی 
و اگر این مقدار مطلوب با زمان تغییر کند،  شود مینامیده  1اگر مقدار مطلوب ثابت باشد، هدف سیستم کنترل، تنظیم .داشت
کامپیوتر، میزان رطوبت موجود در مخلوط خمیر  هارددیسکمثال کنترل دور  به عنوان .نامیم می 2ف کنترلی را تعقیباین هد

 .باشند کنترلی می هاي سیستمصنعتی از  هاي مثالو یا غلظت مواد خروجی از یک رآکتور شیمیایی،  کاغذسازيکاغذ در صنایع 
یر مشخصی در فضا به منظور جوشکاري، کنترل پرواز هواپیما یا موشک در از طرف دیگر حرکت بازوي یک ربات براي طی مس

سرو  هاي سیستمکنترل تعقیب یا  هاي سیستمی از های مثالمسیر مورد نظر و یا تعقیب هدف متحرك توسط رادار یا تلسکوپ 
   .باشد می

تولید، امنیت کاربر و قابلیت  سودآوريي و عملکرد، مسائل اقتصاد توان میکنترل را  هاي سیستمچهار دلیل عمده استفاده از 
 .استفاده گردد ها آنبسیاري از سیستم ها به عملکرد مناسب نخواهند رسید مگر از سیستم کنترل مناسب در  .اطمینان نام برد

 هاي سیستم، ها پالایشگاهو  ها نیروگاه، در کلیه فرآیندهاي تولیدي، شده تأمیندقت عملکرد یک ربات توسط سیستم کنترل آن 
   .کنند میکنترل، کیفیت مناسب محصولات را ایجاد 

 به خصوصاین امر  .باشد میکنترل در صنعت  هاي سیستممسائل اقتصادي و بهره وري مناسب نیز دلیل عمده دیگر استفاده از 
عوامل بسیار  ت حداقل،سرعت تولید به همراه رسیدن به کیفیت مناسب و ضایعا .در فرآیندهاي تولیدي بسیار حائز اهمیت است

امنیت کاربر نیز دلیل دیگر استفاده از  .است دسترسی قابلاتوماسیون و کنترل  هاي سیستممهم اقتصادي است که توسط 
   .باشد میکنترل و امنیتی دقیق، قادر به فرود در حداقل دید  هاي سیستمهواپیما تنها توسط  .باشد میسیستمهاي کنترل 

ایمن خواهد  کاملاً به صورتتولید انرژي  بهکنترل و امنیتی دقیق قادر  هاي سیستمنها در صورت وجود ت اي هستهیک نیروگاه 
 هاي سیستمبه آن اشاره نمود، درجه اطمینان بیشتر در محصولات تولیدي است که توسط  توان میمساله آخر که در اینجا  .بود

کنترل شده را به حداقل  هاي سیستمفیزیکی در  هاي کمیتکنترل، تغییرات سریع  هاي سیستم .شوند میکنترل تنظیم 
   .شود میطبیعی باعث افزایش قابلیت اطمینان سیستم  به صورترسانند، موضوعی که  می

  :کنترل هاي سیستمعناصر فیزیکی  -2-2

 رارگرفتهقفرآیند، به سیستمی که تحت کنترل  .دهد میعمومی نشان  به صورتشکل زیر عناصر فیزیکی یک سیستم کنترل را 
فرآیند داراي متغیرهاي خروجی  .د فرآیند تحت کنترل نامیده شودتوان مییک هواپیما نیز  این صورتدر  .شود میاطلاق 

سنسور معمولاً یک  یک .شوند می گیري اندازه 3توسط سنسورها ها کمیتاین  .تحت کنترل قرار دارند ها آنباشد که برخی از  می

                                                                                                                                                           
1 Regulation 
2 Tracking 
3 Sensor 
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تبدیل ) معمولاً الکتریکی(تناسبی به کمیت فیزیکی دیگري  به صورتمیت فیزیکی مورد نظر که توسط آن ک باشد می 1مبدل
   .باشند می ها مبدلن ای جملهاز  PH، شتاب سنج، ترموکوپل، استرین گیج و اندازه گیر تاکومتر .شود می

  
  بلوك دیاگرام کنترلی: 1-2شکل 

بر روي فرآیند، کمیت خروجی را تغییر  تأثیرگذاريکه در واقع با  باشد میمتغیرهاي ورودي  همچنین یک فرآیند داراي
عملگرهاي هیدرولیکی، نیوماتیکی، انواع  .شوند مینامیده   2، عملگرهاکنند میعناصري که متغیرهاي ورودي را ایجاد  .دهند می

   .باشند میجمله عملگرهاي متداول صنعتی منابع ولتاژ متغیر و شیرهاي کنترلی از   موتورهاي الکتریکی،
ردوظیفه اجراي  کننده کنترل کنترل را بر روي فرآیند بر عهده داشته و این عمل را از طریق عملگرها و با دریافت اطلاعات  راهب

 به صورتبوده و یا نیوماتیکی، الکتریکی و یا الکترونیکی  به صورتند آنالوگ و توان می ها کننده کنترل .دهد میسنسورها انجام 
به فرآیند  D/Aو  A/Dي ها مبدلکه در این حالت توسط  شوند سازي پیادهدیجیتال و توسط کامپیوتر و پردازشگرهاي عددي 

رابط کاربر و ماشین در واقع  .شوند میاست که به فرآیند متصل  اي پنجرهو ماشین در واقع  کاربردرابط  .شوند میمتصل 
و همچنین کمیات مورد نظر  ها کننده لکنتر هاي کننده تنظیمد مورد نظر را مانیتور کرده و اجزاي است که فرآین اي پنجره

در این واحد، اطلاعات سنسورها و عملگرها  .دهد می، در اختیار کاربر قرار نمایند میفرآیند را که عملکرد سیستم را مشخص 
انواع  .گیرد میجهت استفاده و تنظیم کاربر در اختیار او قرار  اه کننده کنترلمهم و قابل تنظیم  هاي کمیتمانیتور شده و 

افزار،  ند شامل مانیتورهاي مختلف کامپیوتري باشند که توسط نرمتوان میاین نشانگرها،  .گیرند میدر این قسمت قرار  3 نشانگرها
   .کند میارتباط لازم با سیستم را ایجاد 

  :کنترل هاي سیستمعناصر مفهومی  -2-3
  :باشد میکنترل  هاي سیستمنمایش مفهومی  شکل زیر

P
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d

u
dy y

my

n

  
  کنترل هاي سیستمنمایش مفهومی : 2-2شکل 

                                                                                                                                                           
1 Transducer 
2 Actuators 
3 Gauges 
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و  dآن  هاي ورودي yخروجی فرآیند  .شود میکه توسط مدل ریاضی آن تعیین  نمایش دهند فرآیند است Pدر این نمایش 
u شوند میبرداري در نظر گرفته  به صورت ها کمیتکه کلیه این  باشند می. u  ورودي کنترل وd  ورودي اغتشاش فرآیند

تحت  yمتغیرهاي خروجی فرآیند  گیري اندازهاست که در اثر  شده دادهنشان  Sسنسورها نیز با نماد ریاضی  .شود مینامیده 
که با استفاده از اطلاعات  ایم دادهنمایش  Cرا با  کننده کنترل .کند میرا تولید  myشده  گیري اندازه، مقدار n گیري اندازهنویز 

ردو  myشده  گیري اندازه هاي خروجی فرمان کنترل ، شده تعیینکنترل از پیش  راهبu  در این  .کند میرا توسط عملگرها ایجاد
   .اند شدهنمایش عملگرها جزئی از فرآیند دیده 

  :کننده کنترلفرآیند طراحی  - 2-4

و  my سازي مدلعدم دقت در  ،n گیري اندازهنویز   ،dعلیرغم وجود اغتشاشات  این است که کننده کنترلهدف از طراحی 
)وجی سیستم خر المقدور حتی عملگرها و سنسورها هاي محدودیت )y t  نزدیک به مقدار مطلوب( )dy t طراحی  .باقی بماند

ردبه معناي ایجاد رابطه ریاضی مناسب با  کننده کنترل منطقی مناسب  راهبC المان مهم  .براي رسیدن به هدف فوق است
نشان داده که با  توان می .ضروري است uبراي تولید فرآیند کنترلی  myاشتن اطلاعات خروجی فیدبک یعنی در دسترس د

به منظور طراحی  .آورد به دست، چندوجهی هاي خواستو  ها محدودیتهدف کنترلی فوق را علیرغم  توان میوجود فیدبک 
  :راحل زیر باید محقق گرددمناسب م کننده کنترل

 فرآیند سازي مدل •
 در حوزه زمان یا فرکانس wو  dyمشخص نمودن مشخصات فیزیکی  •
)(مشخص نمودن معیار یا معیارهاي عملکرد  • ) ( )dy t y t;( 
  گیري اندازهخصات فیزیکی نویز و مش ها مبدل  ریاضی عملگرها، سنسورها، سازي مدل •
  ...یا فیدبک حالت و یا PIDبه عنوان مثال  کننده کنترلمشخص نمودن فرم عمومی  •

 
که با استفاده از تئوري کنترل کلاسیک یا مدرن ضرایب  شود میبدین صورت تعقیب  کننده کنترلدر این حالت مرحله طراحی 

   .گردد میفیدبک حالت تعیین بهره حلقه یا ) PID( کننده کنترل
و رابطه  شده بررسی بایست میي آنالوگ یا دیجیتال ها کننده کنترلآن توسط  سازي پیادهنحوه  کننده کنترلپس از طراحی 

HMIکاربرد  سنسورها و عملگرهاي مناسب براي سیستم ضروري همچنین انتخاب مناسب  .لازم باید طراحی و اجرا گردند 1
و  سازي مدلنحوه  .باشد میدینامیکی آن  سازي مدلمختلف  فرآیندهايآن در  سازي پیادهپل واسط بین تئوري کنترل و  .است

زه در حو سازي مدلدر دیدگاه کلاسیک،  .را سبب شده است کننده کنترلمتنوع طراحی  هاي روشنگرش طراح در این زمینه، 
عملکردي و پایداري سیستم را در این حوزه بررسی  هاي مشخصهتوابع تبدیل صورت پذیرفته و کلیه  به صورتفرکانسی 

   .کنیم می
تحلیلی در طراحی  هاي روشکوئیست و یاین تئوري که در دهه پنجاه میلادي به اوج خود رسیده است، با قضایاي بودي، نا

   .کنترل فرآیندهاي صنعتی رسوخ کرده است هاي سیستمکامل در کلیه صنایع و  به صورت، PIDي ها کننده کنترل
عددي و  هاي روشفضاي حالت و استفاده از  به صورتدینامیکی  هاي سیستم سازي مدلدر انتهاي دهه پنجاه و شصت نگرش مدرن به 

این نگرش به دیدگاه مدرن مشهور است که  .کنترل باز نموده است تحلیلی، جاي خود را در میان تئوري هاي روشکامپیوتري بجاي 
 هاي سیستممدرن تحلیل و طراحی در  هاي روشاز متغیر حالت، مبناي اصلی  گیري بهرهفرم فضاي حالت با  .باشد میموضوع این درس 

                                                                                                                                                           
1 Human Machine Interface  



ش دوم                                           رل  درن  قد  ای  :   
 

 30صفحه 

خطی بیان  هاي سیستم سازي مدلاز آن در اطلاعات، اهمیت استفاده  سازي فشردهدر  متغیر حالتبا توجه به خصوصیت  .باشد میکنترل 
   .شده است
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  خطیخطی  هايهاي  سیستمسیستمنمایش نمایش : : بخش سومبخش سوم33 )3

  :مقدمه -3-1

کلاسیک  هاي طراحیدر  .باشند میکنترل مبتنی بر نوعی مدل ریاضی از سیستم فیزیکی  هاي سیستمطراحی  هاي روشاکثر 
این  .شود میاستفاده  sاز مدل هاي تابع تبدیل در حوزه ) پاسخ فرکانسی یا مکان ریشه هاي روشمانند (کنترل  هاي سیستم
 گونه اینفیزیکی و صنعتی ساده یک ورودي یک خروجی را به خوبی مدل کرده و رفتار ورودي خروجی  هاي سیستممدلها، 

عتی پیچیده تر مدلهاي کاملتري از سیستم را می صن هاي سیستمتحلیل دقیق  .سیستم ها را با دقت قابل قبولی تقریب می زنند
کنترل  هاي سیستمپیشرفته  هاي طراحیصنعتی پیچیده با عملکرده بهتر و بهینه نیازمند  هاي سیستمهمچنین کنترل  .طلبد
جامع  هایی موفق عمل کنند، به مدل هاي سیستم گونه اینکنترل پیشرفته که در برخورد با  هاي سیستمتحلیل و طراحی  .است

   .تر از توابع تبدیل یک ورودي یک خروجی نیازمند است
مدل تابع تبدیل تنها توصیفی از  .باشد میدر راستاي اهداف فوق   کنترل با استفاده از متغیرهاي حالت، هاي سیستم سازي مدل

متغیرهاي حالت، دینامیک  کهصورتی در  .نامند می، بنابراین آن را توصیف خارجی کند میخروجی سیستم ارائه  –رفتار ورودي 
توصیف فضاي حالت  .نامند میفضاي حالت را توصیف داخلی از سیستم  سازي مدلداخلی سیستم را نیز توصیف نمایند، 

که متغیرهاي حالت چگونه با یکدیگر  دهد میاین مدل نشان  .دهد می به دستسیستم، تصویر کاملی از ساختار داخلی آن 
مختلفی از  هاي ترکیببا  توان میسیستم چگونه بر متغیرهاي حالت سیستم اثر گذاشته و چگونه ، ورودي پیداکردهتداخل 

 هاي سیستمساده  سازي مدلفضاي حالت،  سازي مدلیکی دیگر از مزایاي  .متغیرهاي حالت، خروجی سیستم را محاسبه نمود
یک ورودي و یک خروجی را به سادگی به  هاي تمسیسمدل هاي  توان می سازي مدلهمچنین با این  .با زمان است تغییرپذیر
شرایط اولیه در  واردکردناز دیگر مزایاي استفاده از نمایش فضاي حالت،  .چند ورودي و چند خروجی تعمیم داد هاي سیستم

م عملکرد سیستم حلقه بسته در فرموله سازي فضاي حالت به راحتی انجا سازي بهینههمچنین  .تحلیل و طراحی سیستم است
   .کنترل بهینه را در فضاي حالت طراحی نمود هاي سیستم توان میو لذا  پذیرد می

در این بخش، علاوه بر خطی کردن معادلات سیستم، تعیین متغیرهاي حالت و نوشتن معادلات حالت و خروجی سیستم، با حل 
   .آشنا خواهیم شدمعادلات حالت و خروجی و مسائل مربوط به آن 

  :غیرخطی و خطی هاي سیستم نمایش فضاي حالت -3-2

  :زیر نشان داد به صورتتوسط یک دستگاه معادلات دیفرانسیل غیرخطی همزمان  توان میبسیاري از سیستم ها را 
)2 -1(  ( ) ( ) ( )( ), ,x t f x t r t t=v v v&

 

)متغیر زمان،  tکه در آن  )x tv ذیر با زمان حالت ستونی تغییرپ بردارn  بعدي و( )r tv  بردار ورودي ستونیm بعدي است. 
f  طبیعی از ساختار به صورتبراي بسیاري از سیستم ها انتخاب حالت  .سیستم است کننده توصیفنیز تابعی غیرخطی و 

بعدي از سیستم است که بتوان  lمتغیري  yvفرض کنید  .د کمیتی صرفاً ریاضی باشدتوان میآمده و یا اینکه  به دستفیزیکی 
چنین  .گذارد می تأثیرنموده و مشاهده کرد، یا اینکه متغیري باشد که سیستم توسط آن بر محیط اطراف  گیري اندازهآن را 

  :زیر نمایش داد به صورتآن را  توان میدر حالت کلی  .نامند میمتغیري را متغیر خروجی سیستم 
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)2 -2(  ( ) ( ) ( )( ), ,y t g x t r t t=v v v
 

 غیرخطیانسیل معادلات دیفر .خروجی سیستم است کننده توصیفتابعی غیرخطی و  gبه این معادله، معادله خروجی گویند و 
  :به تعاریف زیر توجه کنید .گویند میرا معادلات حالت سیستم  2-2و  2-1

معلوم باشند،  0tمجموعه متغیرهایی است که اگر در لحظه  ترین کوچکیک سیستم دینامیکی،  1منظور از حالت :مفهوم حالت - 1
0tبه همراه ورودي در  t≥ 0رفتار سیستم در  توان میt t≥  کامل تحلیل نمود به طوررا.  

حالت سیستم را  کننده تعیینمجموعه  ترین کوچکیک سیستم دینامیکی، متغیرهایی هستند که  2متغیرهاي حالت :متغیر حالت -2
  .دهند میتشکیل 

1متغیر  nاگر براي توصیف کامل رفتار دینامیکی حداقل  2, ,..., nx x x  این  صورتی کهلازم باشد، درn  متغیر با مشخص شدن
0tورودي رفتار سیستم را در هر لحظه  t≥  متغیرهاي حالت یک  .دهند میتخمین بزنند، متغیرهاي حالت سیستم را تشکیل

 هاي مزیتکه این یکی از ( .ند فیزیکی نباشندتوان میحتی این متغیرها  .باشند گیري اندازه/ مشاهده قابلماً نباید سیستم لزو
  .)باشد میحالت  سازي مدل

همچنین در یک سیستم مکانیکی  .شوند می، ولتاژ خازن و جریان سلف متغیرهاي حالت محسوب RLCمثال در یک مدار  به طور
   .متغیرهاي حالت انتخاب گردند به عنوانند توان میجابجایی و سرعت 

1اگر :بردار حالت - 3 2, ,..., nx x x  1متغیرهاي حالت یک سیستم باشند، بردارnx ×
r زیر را بردار حالت گوییم به صورت شده تعریف: 

1

2

n

x
x

x

x

 
 
 =
 
 
 

r
M

  
1بعدي که محورهاي مختصات آن  nفضاي  :فضاي حالت - 4 2, ,..., nx x x  هر حالت  .شود میباشند، فضاي حالت نامیده

1,2,..., , ii n x=  باشد میبیانگر یک نقطه در فضاي حالت.  

همچنین اگر تعداد  .گویند 4یا فشرده 3با ابعاد محدود آن رااگر تعداد متغیرهاي حالت سیستم محدود باشد،  :بعد سیستم -5
  .نامند 6و یا گسترده 5متغیرهاي حالت سیستم نامحدود باشد، سیستم را با ابعاد نامحدود

   .باشد می، سیستم گسترده واحد تأخیرمثال سیستم داراي  به عنوان
1nxداراي متغیرهاي حالت  LTIپاسخ کامل هر سیستم  :پاسخ کامل - 6 ×

r  و ورودي( )1mr t×
r زیر خواهد بود به صورت: 

پاسخ حالت صفر+ پاسخ ورودي صفر = پاسخ کامل   )3- 2(  
که در آن منظور از پاسخ ورودي صفر، پاسخ سیستم تنها به متغیرهاي حالت و منظور از پاسخ حالت صفر پاسخ سیستم تنها به 

   .باشد میورودي 
، سیستم را خطی نامیده و در این صورتدر  .در آن توابعی خطی باشند gو  fکه  بررسی خواهد شد هایی حالتدر این درس 

  :خطی عبارت است از هاي سیستمحالت کلی معادله حالت 

                                                                                                                                                           
1 State 
2 State Variables 
3 Finite Dimensional 
4 Lumped 
5 Infinite Dimensional  
6 Distributed  
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)2 -3(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t r t= +v v v&
 

)که در آن  )A t  و( )B t  با زمان  تغییرپذیریی ها ماتریسبه ترتیبn n×  وn m×  بعد  .باشند میحالت و ورودي یا کنترل
)بردار حالت سیستم  )x tv  معادله خروجی سیستم خطی نیز عبارتست از .نامند میرا بعد سیستم:  

)2 -5(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t C t x t D t r t= +v v v
 

)که در آن  )C t  و( )D t  یی تغییرپذیر با زمان ها ماتریسبه ترتیبn×l  وm×l  بعدي بوده و( )C t  را ماتریس خروجی
 این صورتباشند، سیستم را تغییرناپذیر با زمان و در غیر  ي ثابتها ماتریس Dو  A،B،Cي سیستم، ها ماتریسر اگ .نامند می

  :از اند عبارتبا زمان  تغییرناپذیر هاي سیستمو خروجی خطی  در حالت کلی، معادلات حالت .با زمان نامند تغییرپذیرآن را 
)2 -6(  
)2 -7(  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Br t

y t Cx t Dr t

 = +


= +

v v v&
v v v  

  :انتخاب متغیرهاي حالت - 1- 2- 3

 .کنترل، انتخاب متغیرها حالت سیستم است هاي سیستممفاهیم فضاي حالت جهت تحلیل و طراحی  کارگیري بهاولین قدم در 
براي توصیف داخلی سیستم، منحصر بفرد نبوده و روش منحصر به فردي نیز براي انتخاب  هشد انتخابمتغیرهاي حالت 

   .متغیرهاي فیزیکی، فاز و حالت کانونیکال: از اند عبارتسه نمایش متداول براي بیان حالت سیستم  .متغیرهاي حالت وجود ندارد
ذکر است که تنها در انتخاب متغیرهاي حالت فیزیکی، لازم به ت .در این بخش با متغیرهاي حالت فیزیکی آشنا خواهیم شد

   .این چنین نخواهد بود دیگر لزوماً هاي نمایشبا متغیرهاي فیزیکی سیستم متناظر هستند و در  ها حالت
جدول زیر  .شده است بنانهادهانرژي سیستم  دارنده نگهانتخاب متغیرهاي حالت در روش متغیرهاي فیزیکی، بر اساس عناصر 

فیزیکی وجود دارند، همراه با معادلات انرژي متناظرشان نشان  هاي سیستمانرژي را که در  دارنده نگهعناصر متداول  بعضی
   .دهد می

  انرژي دارنده نگهعناصر متداول : 1-2جدول 

  متغیر فیزیکی  انرژي  عنصر
C  21خازن

2
CV  ولتاژV  

L  21سلف
2

Li  جریانi  

M  21جرم
2

MV  سرعت انتقالیV  

J  21ممان اینرسی
2

Jω  سرعت چرخشیω  

k  21فنر
2

kx  جابجاییx  

تراکم پذیري مایع
B

V
K

  
21 .

2 B

V P
K

  Pفشار  

C  21خازن حرارتی
2

Cθ  حرارتθ  

باید توجه  .د به عنوان متغیر حالت سیستم انتخاب شودتوان میانرژي  دارنده نگهمتغیر فیزیکی در معادله انرژي براي هر عنصر 
و متغیرهاي حالت مستقل به متغیرهاي  شوند میالت انتخاب داشت که تنها متغیرهاي فیزیکی مستقل به عنوان متغیرهاي ح
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در بعضی از سیستم ها ممکن است  .دیگر بیان کرد شده تعیینرا بر حسب متغیرهاي حالت  ها آنکه نتوان  شود میحالتی گفته 
   .انرژي از متغیرهاي دیگر نیز استفاده گردد دارنده نگهکه علاوه بر متغیرهاي 

  
  
  
  
  

    1-3مثال 

   .آورید به دست، شده دادهزیر را به ازاي بردار حالت نشان  هاي سیستمادلات حالت مع

sV

1R
1L 2L

2RC ov
+

−
1

2

C

L

L

v
x i

i

 
 

→ =  
 
 

 
)1(

 

  

sV

1R
1L 2L

2R
C1i 2i

1Lv+ −
2Lv+ −

Ci

∗1Li 2Li

ov
+

−
Cv

+

−

  
  :نویسیم میو جریان خازن را  ها سلف، معادلات حاکم بر ولتاژ &xآوردن بردار  به دستاکنون براي 

1

2

1 1

2 2

1 2

0

0
s L C

C L

C

V R i v v

v v R i

i i i

− + + + =


− + + =
 = −  

  :کنیم میتبدیل  ها آنرا به متغیرهاي حالت و یا مشتقات  متغیرها، براي این کار تمام آوریم می به دسترا  &xاکنون بردار 

( )

( )

( )

11
11

1 1

2 2

2 2 2 2

1 2

1 2 1 2

11 1
1

1 1 1

2 2 2 2 2 2
2

1 2

1

1

1

LL
s L Cs L C

L s C s L C
L L

L C C L C L C L

C L L
C C

L L L L

didi V R i vL V R i v dt Ldtv V R i v V R i v
di di

v v R i v R i L v R i v R i
dt dt L

i i i i i dv dvC i i i idt dt C

 = − −= − − 
 = − − = − − 
  = − = − → = − → = −  

  = − = −  
= − = − 

  
  :آوریم می به دستاکنون معادله خروجی را 

2 22 2 2o R Lv v R i R i= = =  
 :داریم 8-2و  2- 7با مرتب کردن معادلات فوق بر اساس معادله 
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[ ]

1 1

2 2

1

2

1

1 1 1

2

2 2

2

1 10 0
1 10

01 0

0 0 0

C C

L L s

L L

C

o L s

L

C Cv v
Rx i i V

L L L
i iR

L L
v

v R i V

i

 −
             −−  = = + ×                −   
 

 
 

= + × 
 
 

&
&&
&

  

  

y

F

k c

y
x

y
 

→ =  
 &

 
)2(

 

  

  :با استفاده از قانون دوم نیوتن داریم

F Ma=∑  

  :باشد میشتاب آن  aو  Mبر جسم  1مجموع نیروهاي وارده ∑Fکه در آن 

y

F

ky cy&

  
  :داریم فوقبنابراین با توجه به شکل  

                                                                                                                                                           
و رابطه نیروي دمپر و جابجایی آن برابر  kxرابطه نیروي فنر و جابجایی آن برابر  1

dxk
dt

 .می باشد 
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( ) ( )

1

2 1

2 1 2
1 1

F ky cy Ma
F ky cy M y

a y

x y
x y x

x y F ky cy F kx cx
M M

− − =
→ − − = =


 =


= =

 = = − − = − −


&
& &&

&&

& &

& && &

  

 :داریم 8-2و  2- 7با مرتب کردن معادلات فوق بر اساس معادله 

[ ] 1

2

1 0 0 M

x
y F

x
 

= + × 
 

  1 1

2 2

0 1 0
1 M

x x
x Fk cx x

M M M

         = = + ×− −            

&
&

&
 

  

 

2y

1F

2k

c
1

1

2

2

y
y

x
y
y

 
 
 → =
 
 
 

&

&

1k

2M

1M

1y

2F

 
)3(  

  :با استفاده از قانون دوم نیوتن داریم

F Ma=∑  

  :باشد میشتاب آن  aو  Mمجموع نیروهاي وارده بر جسم  ∑Fکه در آن 

( )

( )
( )

2
1

1 1 1 1 2 1 1 1 2

2
2

2 2 2 2 1 2 2 2 2

*

d ydF k y c y y M a M
dt dt

d ydF k y c y y M a M
dt dt


− − − = =


 − − − = =
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2y

1F

2M

1M
2F

1 1k y

2 2k y

( )1 2c y y−

( )2 1c y y−

1y

  
1 1

2 1 1

3 2

4 2 3

x y
x y x
x y
x y x

=
 = =
 =
 = =

& &

& &
  

)با استفاده از معادلات    :داریم *(

( )

( )

2
1 1 2

1 1 1 1 3 1 1 12

3 4
2 2 3 3 1 2 2

1 1 1 1 3 1 2 1 1 1 2 4 1 2

2 2 3 4 2 2 42 2 3 3 1 2 4

d x dx dxd dF k x c x x M M M
dt dt dt dt dt

dx dxd dF k x c x x M M
dt dt dt dt

F k x cx cx M x F k x cx cx M x
F k x cx cx M xF k x cx cx M x

x

  − − − = = =   


  − − − = =   
− − + = − − + = 

→ →  − − + =− − + = 

→

& & & &
&& & &

&

( )

( )

1 2

2 1 1 1 2 4
1

3 4

4 2 2 2 3 4
2

1

1

x

x F k x cx cx
M

x x

x F cx k x cx
M

=

 = − − +

 =


= + − −


&

&

&

  

 :داریم 8-2و  2- 7با مرتب کردن معادلات فوق بر اساس معادله 

1 11

1 1 1 12 2 1

3 3 2

4 42

22 2 2

0 1 0 0 0 0
10 0

0 0 0 1 0 0
100

x xk c c
M M M Mx x F

x x F
x xkc c

MM M M

   
   −  −               = +                  − −      

  

&
&
&
&
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1

1 2 1

2 3 2

4

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

x
y x F
y x F

x

 
        = +              
  

M

θ
l

mg

u

y

H

V

( )
My u mg
M M m g u

θ

θ θ

= −

= + −

&&
&&l

 
)4(  

  :به صورتبا انتخاب متغیرهاي حالت 
1

2 1 2

3 4

4 3

x y
x y x y x
x x
x x

θ θ
θ

=
 = = = → = =
 = =

& & && &
&& &

& &
  

  :داریم

( )
( )

1 2

2 3
2 3

3 44 3

4 3

1

1

1

x x
mgx x uMx u mgx M M

x xM x M m gx u
M m g

x x u
M M

y x

=

 = − += − →  == + − 
 +

= −


=

&

&&
&&l

&
l l

  

 :داریم 8-2و  2- 7با مرتب کردن معادلات فوق بر اساس معادله 

( )

1 1

2 2

3 3

4 4

0 1 0 0 0
10 0 0

0 0 0 1 0
1

0 0 0

x xmg
x xM M
x x
x xM m g

MM

   
      
   −   
      = +      
      

+       −     

&
&
&
&

l
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( )

1

2

3

4

1 0 0 0 0

x
x

y u
x
x

 
 
 = + ×
 
 
 

  

<  
  

  :تابع تبدیل و ارتباط آن با معادلات حالت - 2- 2- 3
  

تابع تبدیل یک سیستم خطی تغییرناپذیر با زمان، طبق تعریف نسبت تبدیل لاپلاس خروجی سیستم به تبدیل لاپلاس ورودي 
)بنابراین، اگر تابع تبدیل یک سیستم را با ؛ باشد میآن  )G s نمایش دهیم داریم:  

)2 -8(  ( ) ( ){ }
( ){ }

( )
( )

c t C s
G s

R sr t
= =

L
L

 

)که در آن  )y t و( )x t  به تابع تبدیل  توان میبا داشتن معادلات حالت نیز  .باشند میبه ترتیب خروجی و ورودي سیستم
  :داریم 5- 1با اعمال تبدیل لاپلاس به هر دو معادله  .رسید

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 1

sX s AX s BR sx t A x t Br t
Y s CX s DR sy t C x t D r t

X s sI A BR s X s sI A BR s

Y s C sI A BR s DR s C sI A B D R s

−

− −

 = += + → 
= += +  

→ − = → = −

→ = − + = − +

r r r&
r r

L

  
)2 -9(  ( ) ( )

( ) ( ) 1Y s
G s C sI A B D

R s
−= = − +  

  

    2-3مثال 

   .آورید به دست شده دادهرا به ازاي مقادیر  1-2دوم مثال  تابع تبدیل سیستم

)1 N/m

/ / sec

1
2
1

kg

N m

M
k
c

 =


=
 =

 

  

  :داریم 4-1آمده از مثال  به دستحالت معادلات جایگزین کردن مقادیر در با 

[ ]
[ ]

1 1

2 2

1

2

0 1 0
2 1 1 0 1 0

, , 1 0 , 0
2 1 1

1 0 0

M

M

x x
x F

x x
A B C D

x
y F

x

       
= = + ×       − −            → = = = =    − −      = + ×   

&
&

&

  :راینبناب  
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( ) ( )

( )

( )

1

1 1
1

2

1 0 0 1 1
0 1 2 1 2 1

1 1 1 11 1
2 21 2 2

G s C sI A B D

s
sI A s

s

s s
s ss s s s

−

− −
−

= − +

  −     
→ − = − =      − − +      

+ +   
= =   − −+ + + +   

  

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2

1 1 0 1 1 01 11 0 1 0
2 1 2 12 2

11 11 0
2 2

s s
G s

s ss s s s

ss s s s

 +   +       
→ = =         − −+ + + +         

  
= =  + + + +  

 

<  

  :غیرخطی هاي سیستمخطی سازي  -3-3

 هاي سیستمواقعی، غیرخطی است لیکن تحلیل و طراحی  هاي سیستمصنعتی و  فرآیندهاياگرچه دینامیک حاکم بر اکثر 
غیرخطی در بسیاري از موارد عملی و کاربردي امري ي ها کننده کنترل سازي پیادهکنترل براي حالت غیرخطی بسیار دشوار و 

واقعی و  هاي سیستمکنترل خطی، رده بسیار وسیعی از  هاي سیستماست که  شده دادهدر واقع، در عمل نشان  .غیرضروري است
 غیرخطی يها سیستمآوردن مدل هاي دقیق خطی از  به دستاز این رو،  .نمایند میپیچیده صنعتی را بخوبی کنترل  فرآیندهاي

یک روش کاربردي و موفق در خطی سازي معادلات غیرخطی سیستم، بر  .است ناپذیر اجتناباز نظر مهندسی بسیار مهم و 
)تابع کلی  .اساس بسط تیلور است )f t سري  به صورتبا فرض تحلیلی بودن تابع بسط تیلور این تابع  .در نظر بگیرید را

  :نماید میوصیف نهایت زیر ت بی

)2 -10(  ( ) ( ) ( )
0

0
0

1
!

n
n

n t t

d f t
f t t t

n dt

∞

= =

= −∑  

0tاین سري حول نقطه  t=  0نقطه  .است شده دادهبسطt  زیر  به صورترا  10- 2معادله  .نامند میرا نقطه کار یا نقطه تعادل
  :کنیم می بازنویسی

  
  
  
  
  

)2 -11(  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2
2

0 0 02

1 ...
2!

t t t t

df t d f t
f t f t t t t t

dt dt
= =

= + − + − +

 ( ) ( ) ( )
0

0 0
t t

df t
f t t t

dt
=

= + − +
1
 عبارات مرتبه بالاتر

( ) ( ) ( )
0

0 0
t t

df t
f t t t

dt
=

+ −;

 

  .که در معادله آخر از عبارات مرتبه بالاتر صرفنظر شده است
 

fدر حالت کلی تر که تابع برداري 
v  1به چندین متغیر مانند 2, ,..., nx x x زیر خواهد بود به صورت 11-2ت، معادله وابسته اس:  

                                                                                                                                                           
1 Higher Order Terms (h.o.t) 
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)2 -12(  ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

t t

f t
f t f t t t

t
=

∂
+ −

∂

v
v v

;  

  :که در آن

( )

( )
( )

( )

1 1

2 2,

n n

f t x
f t x

f t x

f t x

   
   
   = =   
       

v v
M M

  

fماتریس  .باشند می
t

∂
∂

v
)درایه  .دهند مینمایش  tJ به صورتنامیده و  1را ماتریس ژاکوبین  ),i j  ماتریسtJ برابر است با:  

)2 -13(  ( ) i
t ij

j

fJ
t

∂
=

∂
 

)حول نقطه کار  1- 2با اعمال روند خطی سازي بالا به معادلات غیرخطی سیستم  )0 0,x r  و با تعریف  
)2 -14(  ( ) ( ) ( )0x t x t x t= + ∆v v v

 

)2 -15(  ( ) ( ) ( )0r t r t r t= + ∆v v v
 

  :، داریمدهند میبه ترتیب انحرافات کوچک حول نقطه کار را  ∆rو  ∆xکه در آن 
  

)2 -16(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0, , , , , , . .x rx t x t f x r t J x r t x t J x r t r t h o t+ ∆ = + ∆ + ∆ +
vv v v v& &

 

  

  :آوریم می به دستو لذا با صرفنظر کردن از عبارات مرتبه بالاتر، 
)2 -17(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t r t∆ = ∆ + ∆v v v&

 

  :که در آن
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , , ,x rA t J x r t B t J x r t= =  

  :داریم 2- 2مشابه براي معادله غیرخطی خروجی  به طور .باشد می
)2 -18(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t C t x t D t r t∆ = ∆ + ∆v v v

 

  :که در آن
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , , ,x rC t g x r t D t g x r t= =  

  

xg  وrg  ،ژاکوبین بر حسب  يها ماتریسبه ترتیب( )x tv و ( )r tv با زمان باشد،  تغییرناپذیرسیستم  صورتی کهدر  .باشند می
 به دستزیر  به صورت، معادلات حالت و خروجی خطی سازي شده سیستم را حول نقطه کار 18- 2و  17- 2معادلات  بازنویسی

  :دهند می
)2 -19(  
)2 -20(  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Br t

y t Cx t Dr t

 = +


= +

v v v&
v v v  

  

    3-3مثال 

  :آورید به دستزیر  هاي سیستممعادلات حالت خطی شده 

                                                                                                                                                           
1 Jacobian 
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)1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2

2 31
1 2 1 2 1

2
1 2 1 2

sin 3
, 0 , 0 0,0

x t

dx x t x t r t r t f t
dt x r
dx x t e x t r t f t
dt

−

 = − + − = =
 = + − =


v v  

  

  :دهیم میزیر تشکیل  به صورترا  rJو  xJي ژاکوبین ها ماتریسابتدا 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

2 2

1 1

1 21 2

2 2 1 0 0

1 2

1 1
2

1 2 1

2 2 0 0

1 2

2 3cos 0 3
1 11

0 13 1
1 01 0

x x t x t

x

r
r

f f
x t x tx x

J
f f e x t e
x x

f f
r r r t

J
f f
r r

− −

=

=

∂ ∂ 
  − ∂ ∂ −  = = =     ∂ ∂ − +    ∂ ∂ 

∂ ∂ 
 ∂ ∂ − −   = = =    ∂ ∂ −   
 ∂ ∂ 

v

v

  

  :نابراینب

( ) ( ) ( )0 3 0 1
1 1 1 0

x t x t r t
− −   

∆ = ∆ + ∆   
   

v v v&

  

)2
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
2 1

32
1 2 1 2

1
, 0 , 0 0

12 1 4 2

dx x t f t
dt x r
dx x t x t x t r t f t
dt

 = =   = =  
  = − + + + =



v  

  

  :دهیم میزیر تشکیل  به صورترا  rJو  xJي ژاکوبین ها ماتریسابتدا 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 2
2

2 1 12 2 0 0

1 2

1

2

0 1 0 3
12 2 1 13 4

0
2

0 3 0
13 4 2

x
x

r

f f
x x

J
x t x t x tf f

x x

f
rJ
f
r

x t x t r t

=

∂ ∂ 
 ∂ ∂   −  = = =   + − + ∂ ∂ −   ∂ ∂ 

∂ 
   ∂= =   ∂    ∂ 

−   
∆ = ∆ + ∆   −   

v

v v&

  

<  
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  ::خطیخطی  هايهاي  سیستمسیستمئوري ئوري تت: : بخش چهارمبخش چهارم33 )4

  :مقدمه -4-1

مهم بررسی تئوري  هاي انگیزهیکی از  .است )LTI(خطی نامتغیر با زمان  هاي سیستمموضوع مورد بحث در این فصل، تئوري 
 اما؛ با یک مدل خطی تقریب زد توان میفیزیکی را  هاي سیستمکلیه  خطی این است که در همسایگی نقاط تعادل، هاي سیستم

سیستم ها تئوري کامل و کاربردي تدوین شده  گونه اینخطی این است که تنها در مورد  هاي سیستمدلیل اصلی بررسی دقیق 
صرفنظر  کننده کنترلبدین دلیل است که در بسیاري از کاربردهاي صنعتی از کلیه عوامل غیرخطی در فاز طراحی  .است
 کننده کنترلنمایش داده شد، یک مدل خطی متغیر با زمان مبناي طراحی در این حالت همانگونه که در فصل قبل  .شود می

استفاده  کننده کنترلو در عمل عوامل غیرخطی تنها در مشابه سازي سیستم حلقه بسته به منظور بررسی عملکرد  گیرد میقرار 
ي ها کننده کنترلار سیستم شده و جالب توجه است که مدلهاي خطی در اغلب موارد منجر به استنباط مناسبی از رفت .شوند می

   .کنند میقابل قبولی براي سیستم تولید 

  :خطی هاي سیستمخصوصیات  - 4-2

  :را با معادلات حالت به فرم ماتریسی زیر در نظر بگیرید LTIسیستم یک 

)4 -1(  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Br t

y t Cx t Dr t

 = +


= +

v v v&
v v v  

ي ها ماتریس LTI هاي سیستمدر  .باشد می mو بعد خروجی برابر  k، بعد ورودي برابر nبرابر  xvکه در آن بعد ماتریس 
, , ,A B C D  فرض کنید شرایط اولیه  .باشند میداراي عناصر ثابت و نامتغیر با زمان( ) 00x x=v v نشان داد پاسخ  توان می .باشد

)سیستم  )x tv  0که از شرایط اولیهxv  وجود داشته و یکتاست شود میشروع.   
  :سیستم به دو جز تقسیم نمود توان می ها آنپاسخ این نوع سیستم ها را با توجه به خطی بودن 

)4 -2(  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

h p

zi zs

x t x t x t

x t x t

= +

= +

v v v

v v  

)که در آن  )hx tv  یا( )zix tv که با توجه به تعریف باید معادله زیر را برآورده  باشد می 1مربوط به پاسخ همگن یا بدون ورودي
  :کند

)4 -3(  ( ) ( )
( ) ( )

( ) 0, 0zi zi
zi

zi zi

x t Ax t
x x

y t Cx t

 = =
=

v v& v
v v  

)از طرفی  )px tv  یا( )zsx tv که با توجه به تعریف باید معادله زیر را  باشد می 2شرایط اولیهیا بدون  خصوصی مربوط به پاسخ
  :برآورده کند

)4 -4(  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ), 0 0zs zs
zs

zs zs

x t Ax t Br t
x

y t Cx t Dr t

 = + =
= +

v v v& v
v v v  

  :زیر تعیین نمود به صورتخواص خطی بودن در اجزا پاسخ را نیز  توان می LTI هاي سیستمطبق خواص خطی بودن پاسخ 
                                                                                                                                                           
1 Zero Input 
2 Zero State 
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   :zixv خطی بودن پاسخ همگن )الف
  

)فرض کنید  )1x tv  مربوط به شرایط اولیه( )1 100x x=v v  و( )2x tv پاسخ مربوط به شرایط اولیه( )2 200x x=v v طبق  .باشد
)شرایط اولیه  هصورتی کخاصیت خطی بودن سیستم در  ) 10 200x x xα β= +v v v باشد، پاسخ سیستم برابر است با:  

)4 -5(  ( ) ( ) ( )1 2x t x t x tα β= +v v v
 

  :zsxvخطی بودن پاسخ خصوصی ) ب
  

)فرض کنید  )1x tv  وروديمربوط به ( )1r tv  و( )2x tv ورودي پاسخ مربوط به( )2r tv طبق خاصیت خطی بودن سیستم در  .باشد
) ورودي صورتی که ) ( ) ( )1 2r t r t r tα β= +v v v باشد، پاسخ سیستم برابر است با:  

)4 -6(  ( ) ( ) ( )1 2x t x t x tα β= +v v v
 

  : گذاري هم يروخاصیت ) ج
  

پاسخ کامل یک سیستم خطی که  .باشد میخطی در حل معادلات حالت  هاي سیستمخاصیت  ترین مهمگذاري،  هم يروخاصیت 
)داراي شرایط اولیه  )0xv  و ورودي( )r tv آید می به دست، از جمع دو پاسخ همگن و خصوصی باشد می:  

)4 -7(  ( ) ( ) ( )zi zsx t x t x t= +v v v
 

نطقی است که براي تعیین پاسخ کامل معادلات حالت، هر یک از اجزا پاسخ را جداگانه محاسبه نماییم با توجه به این خاصیت م
   .آتی به این امر خواهیم پرداخت هاي بخشکه در 

  :LTI هاي سیستمحل معادلات  -4-3

  :حل پاسخ همگن یا بدون ورودي - 1- 4-3
  :سیستم خطی بدون ورودي زیر را در نظر بگیرید

)4 -8(  ( ) ( )
( ) 00

x t Ax t

x x

 =


=

v v&
v  

  :گیریم میاز این معادله مشتق 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 3

00 0

k k

k k k

x t Ax t A x t

x t A x t A x t

x t A x t

x A x A x

= =

= =

=

= =

v v v&& &
v v v&&& &&

M
v v

v v v

  

)که در آن  )kxv  مشتقk  که  دهد میاین معادله نشان  .باشد میام( ) ( )0kxv  محدود وجود خواهد داشت هاي توانبراي کلیه. 
)استفاده از سري تیلور پاسخ حال با  )x tv  کنیم میرا بر حسب مشتقات آن در زمان صفر تعبیر:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2
0 0 0 0

1 10 0 ... 0 ...
2! !

1 1... ...
2! !

k k

k k

x t x t x t x t
k

x Ax t A x t A x t
k

= + + + +

= + + + + +

v v v v& &&

v v v v
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2 2
0

1 1... ...
2! !

k kI At A t A t x
k

 = + + + + + 
 

v  

  :شود میلذا پاسخ همگن به فرم ساده زیر تعبیر 
( ) ( ) 00x t xϕ=v v  

)که در آن  )tϕ  گردد میزیر تعریف  به صورتماتریس انتقال حالت یا ماتریس نمایی است که:  
)4 -9(  ( ) 2 21 1... ...

2! !
At k kt e I At A t A t

k
ϕ = = + + + + +  

)که  دهد میاین معادله نشان  )x tv 0یک تابع متغیر با زمان و با بعد نامحدود به راحتی از اطلاعات موجود در  به عنوانxv  و
)مشخصات سیستم  ) Att eϕ    .قابل محاسبه است =

  

  :خصوصیات اصلی ماتریس انتقال حالت به شرح زیر است :نکته
( ) 00 Ae Iϕ ×= = )1  
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 2 1 2
A t t At Att t e e e t tϕ ϕ ϕ++ = = = )2  

( ) ( ) ( ) ( )11 A tAt Att e e e tϕ ϕ
− −− −= = = = − )3  

( ) TTAt A te e= )4  
At AtAe e A= )5  

( )( ) ( ) ( )At Atd dt e Ae A t
dt dt

ϕ ϕ= = = )6  
  

  :حل کامل معادلات حالت - 2- 4-3
  :کنیم میبراي تعیین حل کامل، معادله حالت را به فرم زیر بازنویسی 

( ) ( ) ( )x t Ax t Br t− =v v v&  
  :داریم −Ateبا ضرب طرفین معادله در 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

At At At

At At At

At At

e x t e Ax t e Br t

e x t Ae x t e Br t
d e x t e Br t
dt

− − −

− − −

− −

− =

→ − =

→ =

v v v&
v v v&

v v
  

  :از طرفین داریم گیري انتگرالون با اکن

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0

0
0

t tA A

t t

ttAt A

t t

tAtAt A

t

d e x d e B r d
dt

e x t e B r d

e x t e x t e B r d

τ τ

τ

τ

τ τ τ τ

τ τ

τ τ

− −

− −

−− −

=

→ =

→ − =

∫ ∫

∫

∫

v v

v v

v v v

  

  :در طرفین رابطه فوق خواهیم داشت Ateبنابراین با ضرب 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

0

0

0

tAtAt At At At A

t
I

tA t t A t

t

e e x t e e x t e e B r d

x t e x t e B r d

τ

τ

τ τ

τ τ

−− −

− −

− =

→ − =

∫

∫

v v v
123

v v v
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( ) ( )

( )
{ ( ) ( )

( )
{ ( )0

0
0

0

tA t t A t

t
tt t

x t e x t e B r dτ

ϕ τϕ

τ τ− −

−−

→ = + ∫
v v v  

  :بنابراین

)4 -10(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

zi
zs

t

t
x x

x t t t x t t B r dϕ ϕ τ τ τ= − + −∫
v v

v v v
1442443 144424443

 

محاسبه  1- 3-4تشکیل شده است که قسمت همگن در قسمت  zsxvو  zixvپاسخ کلی از دو جزء  که مشخص است همان طور
این انتگرال کانولوشن با استفاده از تابع  .یا خصوصی مطابق انتظار فرم انتگرال کانولوشن را دارد zsxvشده است و پاسخ 

( )tϕ τ−  از معادله  توان میاز طرفی خروجی سیستم را  .شود مییا ماتریس انتقال محاسبه  
( ) ( ) ( )y t Cx t Dr t= +v v v  

  :بنابراین؛ آورد به دست
)4 -11(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
0 0

t

t
y t C t t x t C t B r d Dr tϕ ϕ τ τ τ= − + − +∫
v v v v

 

  

    1-4مثال 

0ر را به ازاي پاسخ کامل سیستم زی

1
1

x  
=  

 

v و ورودي پله واحد تعیین کنید:  

( ) ( ) ( )1 0 1
1 1 1

x t x t r t   
= +   

   

v v v&  

  
  :کنیم میابتدا ماتریس انتقال حالت را تعیین 

( )

2 3

2 2 2 3

2

2

1 0 1 01 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 11 1 1 1 2 1 2 1 3 1

1 0 1 0 1 0 1 01 1 1 1... ... ...
0 1 1 1 2 1 3 12! ! 2! 3!

11 ... 0
2

At k k

A A A

t e I At A t A t t t t
k

t t

t t

ϕ

            
= → = = → = =                           

       
= = + + + + + = + + + +       

       

+ + +
=

+ +

M

21... 1 ...
2

t t

 
 
 
 + + + 
 

  

  :کنیم میاکنون پاسخ خصوصی را محاسبه 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2 2

1 1
0

1 1

11 ... 0
2

1... 1 ...
2

A t A t A t

A t At A At

e Br t e u t e t

e e e t e

τ τ τ

τ τ
τ τ

ϕ ϕ τ
τ τ τ τ

− − −

− −

   
= = ≥   

   
 − + − 

→ = = − =  
 − + − − + − 
 

v
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( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2 32

0 0
2 2

1 11 ... 0 1 ...12 2 0
1 1 3... 1 ... 1 2 ...
2 2

1 11 ...1 ...
2 62

31 2 ...
2

A t At At

t tA t At At
zs

e Br t e e t

t t t
x e Bu d e d e

t t

τ

τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ
τ τ τ

τ τ

−

−

   − + − − + −    
→ = = ≥    

    − + − − + − − + −   
   

  − + −− + − 
= = = 

 − + − − + 
 

∫ ∫

v

v
31 ...

2
t

 
 
 
 − 
 

  

  :عبارتست از 1پاسخ کاملبنابراین 

( ) ( ) ( ) ( )
0

2 2 32

2 22 2 2 3

2

2

0

1 1 11 1 ... 0 ...1 ... 0 1 2 2 62
11 1 1... 1 ...... 1 ... ...22 2

11 ...
2
31 2 ...
2

t A tAt
zi zsx t x x e x e B u d

t t t t tt t

t t t tt t t t t t t

t t

t t

τ τ τ−= + = +

    + + + − + −+ + +       = +    
     + + + + ++ + + + + − + −        

+ + +
=

+ + +

∫
v v v v

( )

2 2 3

2 2 3 2 2 3

2
2

22

1 1 11 ... ...
2 2 6

1 1 1 1... ... 1 ... ...
2 6 2 2

1 11 ... 1 2...2 2
3 ...1 2 ...
2

t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t

t tt t

     + + + − + −        + 
       + + − + − + + + + − + −              

 + + + +   + + = + =     + ++ + +    

2

2

...
51 3 ...
2

t t

t t

 + +
 
 + + + 
 

  

< 
  :تعیین ماتریس انتقال حالت هاي روش -3- 4- 3
سیستم  .تحلیلی تعیین نمود به صورت توان میتوسط تبدیل لاپلاس پاسخ کامل سیستم خطی را  :روش تبدیل لاپلاس) الف

  :خطی زیر را در نظر بگیرید

                                                                                                                                                           
  :براي محاسبات فوق MATLABکد  1

>> syms t 
>> A=[1+t+0.5*t^2 0;t+t^2 1+t+0.5*t^2] 
 A = 
 [ t^2/2 + t + 1,       0] 
 [    t^2 + t, t^2/2 + t + 1] 
 >> B=[t-0.5*t^2+1/6*t^3;t-t^2+0.5*t^3] 
 B = 
 t^3/6 - t^2/2 + t 
 t^3/2 - t^2 + t 
 >> expand(A*B) 
 ans = 
  t^5/12 - t^4/12 + t^3/6 + t^2/2 + t 
 (5*t^5)/12 - t^4/3 + t^3/2 + t^2 + t 
>> C=[1+t+0.5*t^2;1+2*t+1.5*t^2] 
 C = 
 t^2/2 + t + 1 
 (3*t^2)/2 + 2*t + 1 
 >> expand(A*B+C) 
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( ) ( ) ( )x t Ax t Br t= +v v v&  
  با استفاده از تبدیل لاپلاس

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

0

0

0 0
zi zsX X

sX s x Ax s BR s

sI A X s x BR s

X s sI A x sI A BR s s x BR sφ− −

− = +

→ − = +

→ = − + − = +
v v

v vv v
v vv

v v vv v
1442443 1442443

  

با  .بیان شده است sبا این تفاوت که در حوزه فرکانسی ، تشکیل شده zsxvو  zixvاین پاسخ مشابه با حالت قبل از دو جز 
  :دو معادله خواهیم داشت برقراري تساوي این

)4 -12(  ( ) ( ){ }1Att e sI Aϕ −= = −-1L  

}که در آن  }-1L  باشد میمعرف معکوس تبدیل لاپلاس.   
    2-4مثال 

  :پاسخ کامل سیستم زیر را به ازاي ورودي پله واحد تعیین کنید

( ) ( ) ( )0 1 0
3 4 1

x t x t r t   
= +   − −   

v v v&  

  
  :کنیم مییین ابتدا ماتریس انتقال حالت را تع

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( )

1
2

1

1 0 0 1 0 0 1 1
0 1 3 4 0 3 4 3 4

4 1
1 3 1 34 1 4 11 1

3 3 34 3 4 3
1 3 1 3

4 1
1 3 1 3

3

s s
sI A s

s s
s

s s s ss s
sI A s

s s ss s s s
s s s s

s
s s s s

t sI A

s

φ

ϕ

−

−

−         
− = − = − =         − − − − +         

+ 
 + + + ++ +     → − = = = =     − − −+ + + +   
 + + + + 

+
+ + + +

→ = − =
−

-1 -1L L

( ) ( ) ( )( )
3 3

3 3

3 1 1 1
1 1 3 1 3

3 3 1 32
1 3 1 3 1 3 1 3

31 0
2 3 3 3

t t t t

t t t t

s s s s
s

s s s s s s s

e e e e
t

e e e e

− − − −

− − − −

   
      
   
   
    

   − −   + + + +  =  
  − − + +  + + + + + + + +  

 − −
= ≥ 

− + − +







-1L

  

  :کنیم میرا محاسبه  کاملاکنون پاسخ 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

0

00 4 11 10 0 11 34 3
s

X s s x BR s

s
s x s x

ss s s
s

φ

φ

φ φ

= +

   +    = + = +     −+ +        

v vv

v v

144424443
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

3 3 3

3 3 3

2 3 11
1 1 1 30 0

1 14 3 61
1 3

3 2 31 10 0
2 63 3 3

t t t t t t

t t t t t t

s s ss x xs
s s

s s
e e e e e e

x t x t
e e e e e e

φ

− − − − − −

− − − − − −

 − +   + + = + = +   + +    −   + + 
   − − − +

→ = + ≥   
− + − + −   

v v

v v

  

< 
)اگر فرم فرکانسی  :مودهاي دینامیکی) ب )sφ را به شکل زیر نمایش دهیم:  

)4 -13(  ( ) ( ) ( )
( )

1 adj
det

sI A
s sI A

sI A
φ − −

= − =
−

 

دترمینان مخرج  هاي ریشهبر حسب  توان میاین معادله را  .باشد میاین معادله مبین روش کرامر در تعیین معکوس ماتریس 
  :بسط داد

( )
( ) ( )

11 12 21 22
2 2

1 21 2

... ...A A A As
s s s ss s s s

φ = + + + + +
− −− −

  

دترمینان نوشته شده و فرض شده است که در حالت کلی  هاي ریشهکسرهاي جزئی از  به صورتکه در آن معادله فوق 
  :حال با استفاده از تبدیل معکوس لاپلاس خواهیم داشت .ند تکراري باشندتوان میرمینان دت هاي ریشه

)4 -14(  ( ) 1 1 2 2
11 12 21 22... ...s t s t s t s tt A e A te A e A teϕ = + + + + +  

1که در آن  2, ,...s s باشند میمعادله زیر  هاي ریشه:  
)4 -15(  ( )det 0sI A− =  

و ماتریس انتقال از ترکیب  باشند می Aمقادیر ویژه ماتریس  isلذا  .است Aه ماتریس اما این معادله دقیقاً معادله مقادیر ویژ
isخطی توابع نمایی با توان مساوي با  t  ماتریسA  اند گرفتهکه در صورت تکراري بودن، ضریب زمان نیز  ودش میتشکیل.   

ویژگی خاص مود دینامیکی این  .شود میخطی به مقادیر ویژه ماتریس سیستم، مودهاي دینامیکی گفته  هاي سیستمدر تئوري 
نیز  اي ویژهبردار  متناظر داراي به صورتدقت کنید که هر مقدار ویژه  .کند میاست که اجزاي اصلی دینامیکی سیستم را معین 

  :باشد می
)4 -16(  i i iAv s v=v v

 

  :دهد میحال این بردار ویژه سیستم، در ماتریس انتقال حالت نیز ویژگی زیر را از خود بروز 

)4 -17(  ( ) 2 2

0

1 1... ...
2! ! !

k k
At k k i

i i i i i i
k

A v tt v e v v Av t A v t A v t
k k

ϕ
∞

=

= = + + + + + = ∑
vv v v v v v

 

  

    3-4مثال 
نموده و پاسخ سیستم را به شرایط اولیه معادل دو بردار  براي شبکه مداري زیر مودهاي دینامیکی و بردارهاي مودال را تعیین

  :آورید به دستویژه آن 
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1c
v
+

−

1Ω 1

2

C

C

v
x

v
 

→ =  
  

v1F
1F

2Ω

2cv
+

−

1Ω

 
  

  :کنیم میابتدا معادلات حالت سیستم را تعیین 

1c
v
+

−

1Ω 1

2

C

C

v
x

v
 

→ =  
  

v1F
1F

2Ω

2cv
+

−

1Ω
2Ci

1Ci

2Cv
1Cv

  
1

2

11 1 2

1 21

2 2 1 2

2 1 2

1

2

1 1 2

2 1 2

1 1

2

3 1 3 110
2 21 2 2 2

1 31 30 1 2 21 2 2 2
3 1
2 2

1 3
2 2

C

C

CC C C
C CC

C C C C
C C C

A

v x
x

xv

dvv v v
v vi x x x

dt
v v v dv x x xi v v

dt

x x
x

   
→ = =   

    
−  = − ++ + = = − +   → →  −   = −+ + = = −    

 −  
→ =   

   − 
 

v

&

&

&
&

14243
2x

 
 
 

  

  :براي محاسبه مقادیر ویژه داریم

( )

( )( )

2

12

2

3 1 3 1 3 1
1 0 0 3 12 2 2 2 2 2det 0 0
0 1 1 3 0 1 3 1 3 2 4

2 2 2 2 2 2
1

3 2 1 2 0
2

ss
sI A s s

s s

s s s s
λ
λ

   − − + −        − = → − = − = = + − =        
        − − − +   

   
= −

→ + + = + + = →  = −

  

  :براي محاسبه بردارهاي ویژه داریم
i i iAv vλ=v v  
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1 2 1
1 1

1 1 2 1
2 2

1 2 2

1 2 1
1 1

2 1 2
2 2

1 2 2

3 1 3 1
12 2 2 21

1 3 1 3 1
2 2 2 2

3 1 3 1 2
2 2 2 22 2

1 3 1 3 2
2 2 2 2

v v vv v
v v v

v v v v v

v v vv v
v v

v v v v v

λ

λ

  − − + = −       = − → = − → → = → =       
       − − = −    
  − − + = −      = − → = − → → = − →     
     − − = −    

v

2

1
1

v  
=  − 

v

  

)بنابراین اگر شرایط اولیه  ) 1
0

1
x  

=  
 

v باشد، پاسخ سیستم برابر است با:  

( ) 1
1

tx t e−  
=  

 

v  

)و اگر شرایط اولیه ) 1
0

1
x  

=  − 

v خ سیستم برابر است باباشد، پاس:  

( ) 2 1
1

tx t e−  
=  − 

v  

< 
  :، لذاکند میکه هر ماتریس در معادله مشخصه خود صدق  کند میقضیه کیلی همیلتون بیان  :روش کیلی همیلتون) ج

)4 -18(  ( )
( )

1
1 1 0

1
1 1 0

... 0

... 0

n n
n

n n
n

a a a

A A a A a A a I

λ λ λ λ−
−

−
−

∆ = + + + + =

→ ∆ = + + + + =
 

را  Aاستفاده نمود تا هر تابع ماتریسی  اي گونهبه  توان میاز این قضیه  .ندباش می Aکه در آن ضرایب معادله مشخصه ماتریس 
   .نمایش یافته است تعیین کنیم Aاز  اي چندجملهتابعی  به صورتکه 

)فرض کنید  )N A از ماتریس  اي چندجملهتابعیA باشد:  
( )
( )

1
1 1 0

1
1 1 0

...

... 0

m m
m

m m
m

N A A c A c A c I

N c c cλ λ λ λ

−
−

−
−

= + + + +

= + + + + =
  

   :زیر باشد به صورت Aاگر معادله مشخصه ماتریس 
( ) 1

1 1 0...n n
na a aλ λ λ λ−

−∆ = + + + +  
)آنگاه با تقسیم  )N λ  بر( )λ∆ داریم:  

( )
( ) ( ) ( )

( )
N R

F
λ λ

λ
λ λ

= +
∆ ∆

  

)در آن که  )F λ  خارج قسمت و( )R λ بنابراین؛ باقیمانده این تقسیم خواهد بود:  
( ) ( ) ( ) ( )N F Rλ λ λ λ= ∆ +  

( )λ∆ به ازاي مقادیر ویژهA  بنابراین اگر  باشد میصفرiλ مقدار ویژه ماتریسA باشد:  
( ) ( ) ( ){ ( ) ( )

0

i i i i iN F R Rλ λ λ λ λ
=

= ∆ + =  
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  :در نتیجه بر اساس قضیه کیلی همیلتون داریم
)4 -19(  ( ) ( )N A R A=  

)4 -20(  ( ) ( ) ( ) ( )N A R A=l l
 

)که  )R A  باقیمانده تقسیم( )N A  بر( )A∆  1با حداکثر درجه  اي چندجملهو یکn − )n  درجه معادله مشخصهA(  و
( )l  نماد مشتق مرتبهl  اشدب میام:  

)4 -21(  ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1... n
nR t t tλ α α λ α λ−= + + +  

  

    4-4مثال 
  :را محاسبه نمایید 100Aماتریس 

0 1
1 2

A  
=  − − 

 

  :کنیم میابتدا معادله مشخصه سیستم و مقادیر ویژه آن را محاسبه 

( ) ( )22

1,2

1 0 0 1 0 0 1 1
2 1 1

0 1 1 2 0 1 2 1 2

1

I A
λ λ

λ λ λ λ λ λ
λ λ

λ

−       
∆ = − = − = − = = + + = +       − − − − +       
→ = −

  

)سپس تابع  )N λ به صورتا ر ( ) 100N λ λ=  داریم 21-4بنابراین طبق ؛ کنیم میتعریف:  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

100
0 1 0 1

99100
1

100
0 1 0 1 0

99
11

100

100

100

1 1 1 99
1

100100 1

99 100
1 0 0 1 99 100

99 100 99 100
0 1 1 2 100 10

R t t N R t t
N R tN

t t t t t

tt

A I A

λ α α λ λ λ λ α α λ
λ λ λ αλ λ

α α α α α
λ

αα

λ λ

= + = → = + → ′ ′= → ==
 − = + − = − = = − = − → → 

= −− = 
→ = − −

− −   
→ = − − = − − =   − −    1

 
 
 

  

< 
  :براي تعیین تابع انتقال حالت داریمبا این روش 

( ) ( )
0 !

k k
At

k

A tN A e R A
k

∞

=

= = =∑  

    5-4مثال 
  :آورید به دستماتریس انتقال حالت سیستم زیر را 

0 6
1 5

A  
=  − − 

 

  :کنیم میابتدا معادله مشخصه سیستم و مقادیر ویژه آن را محاسبه 
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( )

( )( )2

1

2

1 0 0 6 0 0 6 6
0 1 1 5 0 1 5 1 5

5 6 2 3

2
3

I A
λ λ

λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ

λ
λ

−       
∆ = − = − = − =       − − − − +       

= + + = + +

= −
→  = −

  

)سپس تابع  )N λ  به صورترا ( ) tN eλλ   :داریم 21-4بنابراین طبق ؛ کنیم میتعریف  =

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 1
0 1

2
0 1

3
0 1

2 2

3 3

t
t

t

t

R t t
N R e t t

N e

e t t

e t t

λ
λ

λ α α λ
λ λ α α λ

λ

λ α α

λ α α

−

−

= + → = → = +
=

 = − → = −


= − → = −

  

  :ت داریممعادلا سازي مرتببا 
  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2
0 1 1 2 2 3 2 3

1 03
0 1

0 1
0 1 0 1

0 1 1

2 3
1

2 32 3

2 1
3 2

3 2

0 0 61 0 0 6
0 50 1 1 5

0 63 2 0
50 3 2

t
t t t t

t

At

t t

t tt t

t t e
t e e t e e

t t e

t t
t e t t A t t

t t t

te e
e ee e

α α
α α

α α

α α
ϕ α α α α

α α α

α

−
− − − − −

−

− −

− −− −

 − = → = − → = −
− =

      
→ = = + = + = +       − −− −       

 −
= +  − − −−  ( )

( )

2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

3 2 6

2 3

t t

t t t t

t t t t

e e

e e e e

e e e e

− −

− − − −

− − − −

 
 
 − 

 − −
=   − + − + 

<  
)به فرم قطري یا بلوکی جردن بیان شود، تابع  Aاگر ماتریس  :بلوکی جردن/استفاده از فرم قطري) د )f A زیر  به صورت

  :خواهد بود

)4 -22(  ( )

( )
( )

( )

1 1

2 20 0
0 0

n n

f
f

A f A

f

λ λ
λ λ

λ λ

  
  
  = → =   
       

O O
 

)4 -23(  

( )

( )
( )

( )

1 1

2 20 0
0 0

n n

J f J
J f J

A f A

J f J

  
  
  = → =   
       

O O
 

  :که در آن
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)4 -24(  ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

1 0 0

0 1 0

i i i

i i
i i

i

i i

f f
f

J f J
f
f

λ λ λ
λ λ

λ
λ λ

′  
  
  = → =    ′
       

O O
O O

 

  :ماتریس را به فرم قطري معادل تبدیل نمود توان میاول معرفی گردید  بخشي انتقال که در ها ماتریسبا استفاده از  .باشد می
)4 -25(  1 1At tA T T e Te T− Λ −= Λ → =  

  

    6-4مثال 
   :آورید به دستماتریس انتقال حالت سیستم زیر را 

1 0 0
0 2 12
0 1 1

A
 
 = − 
 − 

  

  

  :داریم 10- 1و  9-1با استفاده از مثال 

1
1

2

3

5 0 1 0 0 0.1429 0.4286
1 4 0 3 1 0 0

1 0 1 0 0.1429 0.57142
T T

λ
λ
λ

−

= − −    
    = → = − → =    
    =      

  :1داریم 25- 4و با اعمال تبدیل 
5

1

2

0 1 0 0 0 0 0.1429 0.4286
4 0 3 0 0 1 0 0

1 0 1 0 0 0 0.1429 0.5714

t

At t t

t

e
e Te T e

e

−

Λ −

  −   
    = = −     

         

                                                                                                                                                           
  :مربوط به این مثال MATLABکد  1

>> syms t 
>> T=[0 1 0;-4 0 3;1 0 1] 
T = 
   0   1   0 
  -4   0   3 
   1   0   1 
>> T*diag([exp(-5*t),exp(t),exp(2*t)])*T^-1 
ans = 
[ exp(t),                0,                 0] 
[   0, (3*exp(2*t))/7 + 4/(7*exp(5*t)), (12*exp(2*t))/7 - 12/(7*exp(5*t))] 
[   0,   exp(2*t)/7 - 1/(7*exp(5*t)),  (4*exp(2*t))/7 + 3/(7*exp(5*t))] 
>> pretty(ans) 
 +-                              -+  
 | exp(t),      0,            0       |  
 |                               |  
 |     3 exp(2 t)    4    12 exp(2 t)    12   |  
 |   0,  ---------- + ----------, ----------- - ---------- |  
 |       7    7 exp(5 t)    7    7 exp(5 t) |  
 |                               |  
 |      exp(2 t)    1     4 exp(2 t)    3    |  
 |   0,  -------- - ----------,  ---------- + ---------- |  
 |       7    7 exp(5 t)    7    7 exp(5 t) |  
 +-                              -+ 
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( ) ( )

( ) ( )

2 5 2 5

2 5 2 5

0 0
1 120 3 4
7 7
1 10 4 3
7 7

t

t t t t

t t t t

e

e e e e

e e e e

− −

− −

 
 
 
 = + −
 
 
 − +
 

  

<  
 

    7-4مثال 
   :آورید به دستماتریس انتقال حالت سیستم زیر را 

0 1 0
1 2 0

1 0 1
A

 
 = − 
 
 

   

  :داریم 9-1با استفاده از مثال 

1
1,2,3

0 1 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0

1 0 0 1 1 0
T Tλ −

   
   = → = → =   
   −     

  :1داریم 25- 4و با اعمال تبدیل 

1

0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 1 0 0

t t t

At t t t

t t t

e te e
e Te T e e

e te e

Λ −

      
      = = =      

      −        
<  

  :همانندي هاي تبدیل -4-4

)علیرغم نکات مثبت معادلات حالت در نمایش سیستم ها در قیاس با ماتریس تبدیل  )G s  یک از نقایض این نمایش منحصر
)یعنی ممکن است براي یک سیستم واحد ؛ بفرد بودن آن است )G s تفاوت این معادلات به  .بتوان چندین معادله حالت نوشت

جه سیستم اختیار د بیش از درتوان میحتی تعداد متغیرهاي حالت نیز  .باشد میعلت آزادي انتخاب متغیرهاي حالت در سیستم 
در بسیاري از مواقع مناسب است متغیرهاي حالت یا سیستم مختصات مناسبی را اختیار نمود که عملیات ماتریسی را  .شود

 توان میبا سهولت بیشتري را قطري نماییم،  Aاگر ماتریس  Ateآوردن  به دستمثال براي  به عنوان .ساده و تسریع نماید
   .پذیرد میهمانندي صورت  هاي تبدیلتبدیل مختصات در سیستم ها توسط  .عملیات ماتریسی را دنبال نمود

                                                                                                                                                           
  :مربوط به این مثال MATLABکد  1

>> syms t 
>> T=[0 1 0;0 1 1;1 0 0] 
T = 
   0   1   0 
   0   1   1 
   1   0   0 
>> T*[exp(t) t*exp(t) 0;0 exp(t) 0;0 0 exp(t)]*T^-1 
 ans = 
 [  exp(t),   0,   0] 
[    0, exp(t),   0] 
[ t*exp(t),   0, exp(t)] 
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  :سیستم زیر را در نظر بگیرید
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Br t

y t Cx t Dr t

 = +


= +

v v v&
v v v  

  :کنیم میزیر تعریف  به صورت را zvو متغیر جدید  Tتبدیل همانندي 

)4 -26(  ( ) ( )
( ) ( )

1z t T x t

x t Tz t

−=

=

vv
v v  

zv  ترکیب خطی ازxv بنابراین ماتریس  باشد میT  اکنون معادلات حالت را با متغیر جدید بازنویسی  .خواهد بود نا ویژهثابت و
  :نیمک می

)4 -27(  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1Tz t ATz t Br t z t T ATz t T Br t

y t CTz t Dr t y t CTz t Dr t

− − = + = + → 
= + = +  

v vv v v v& &
v v v vv v  

   .رسید توان میبنابراین با استفاده از روابط فوق از یک معادله به معادله دیگر 
  :آوریم خواهیم داشت به دست؟ اگر تابع تبدیل معادلات جدید را نامند میچرا این تبدیل را همانندي 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) { ( ) {

( ) ( )

1

11 1

1 1 1 1

1 1 11 1 1

1 11 1 1 1

1 1 1

1

( )

new

new
I I

G s C sI A B D

G s CT sI T AT T B D

sI T AT sT T T AT T sI A T

sI T AT T sI A T T sI A T AB B

G s CT sI T AT T B D C TT sI A TT B D

C sI A B D G

A

s

−

−− −

− − − −

− − −− − −

− −− − − −

−

− − −

= − +

= − +

− = − = −

→ − = =− = −

→ = − + = − +

= − + =

  

بنابراین کلیه خصوصیات اصلی سیستم از ؛ کند میاین تبدیل مختصات ماتریس تبدیل سیستم تغییري ن این بدین معناست که با
1Tدقت کنید که  .با این تبدیل تغییري نخواهند کرد ...و صفرها و ها قطبجمله معادله مشخصه،  نیز خود تبدیل همانندي  −

   .باشد می
    3-4مثال 

  :آورید به دستمعادلات حالت جدید را  ها حلقها تغییر متغیرهاي حالت به جریان در مدار زیر ب

1F

1H

cv
+

−
1Ω

Li

( )iv t
1

2

L

C

i x
x

v x
   

→ = =   
  

v

( )

( ) ( )

1 1

2 2

1

2

0 1 1
1 1 0

1 0

x x
v t

x x
x

y t
x

−      
→ = +      −      

 
=  
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  :کنیم میرا تعیین متغیرهاي جدید سیستم ابتدا 

1F

1H

cv
+

−
1Ω

Li

( )iv t

cv

1z 2z

  
1 1

1 1

2 22 1 2 2

1

1 0
1 1

1
1 0 1 0
1 1 1 1

L

C
R R

i x z x z
v x zi x z z i x

T T −

= =      → =     −= = → − = =     
   

→ = → =   − −   

  

  :داریم 27- 4با استفاده از 

( )

( ) ( )

( )

( )

1 1

1 1

1 1
2 2

2 2

1

2

1 0 0 1 1 0 1 0 1
1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 0
1 0 1

1 0
01 0

1 1

T AT T B

CT

z z
v t z zz z v t

z z

x
y ty t

x

− −

 −         
= +          −      − − − −          = +       −       →

   = −=    −  


&
&& 14444244443 14243 &

1442443
( ) 1

2

1
x
x






 
   

  

< 
  

  )فرم جردن(قطري سازي معادلات حالت  -4-5

  فرم قطري ماتریس -1- 4-5
را  Aبردار ویژه مستقل براي آن یافت، ماتریس  nمقدار ویژه متمایز باشد و یا بتوان  nداراي  Aدر حالت خاصی که ماتریس 

2فرض کنید  .به حالت قطري کامل تبدیل نمود توان می 1,..., ,nv v vv v v  بردارهاي ویژه ماتریسA این صورتدر  .باشند:  
)4 -28(  ( )1 2 .... nT v v v= v v v

 

  :در این حالت .کند میا به فرم قطري تبدیل تبدیل همانندي است که سیستم ر Tماتریس 
)4 -29(  1 1 2 2. .... n nx T z z v z v z v= = + + +v v v

 

  :نوشتiWبردارهاي سطري  به صورت توان مینیز تبدیل همانندي است که آن را  Tمعکوس ماتریس 

)4 -30(  
1

1 2

T

T

T
n

w
w

T

w

−

 
 
 =  
  
 

v
v

M
v

 

1Tینکه با توجه به ا T I−   :داریم باشد می =
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)4 -31(  
1 1 1 2 1

1

1 2

T T T
n

n n
T T T
n n n n

w v w v w v
T T I

w v w v w v

−
×

 
 

= = 
 
 

v v v v v vK
M M M M

v v v v v vK
 

  :این بدان معنا است که این بردارها متناظراً بر هم عمودند

)4 -32(  1
0

T
i j

if i j
w v

if i j
=

=  ≠

v v
 

 دهیم میحال نشان  .باشند می iλکه متناظر با مقدار ویژه  باشند می TAنیز بردارهاي ویژه ماتریس iwنشان داد که  توان می
1Tکه ماتریس  AT−  باشد میقطري:  

( )
( )
( )

1 2

1 2

1 1 2 2

. n

n

n n

AT A v v v

Av Av Av

s v s v s v

=

=

=

v v vK
v v vK
v v vK

  

)4 -33(  ( ) ( )
1

1
21

1 1 2 2

0 0
0 0

0 0 0

T

T
n n j i i

T
n

n

w
T AT v v v w v

w

λ
λ

λ λ λ λ

λ

−

 
   
   = = =       

 

v K
v v v v v KM K

v M M O M
 

  :دقت کنید

)4 -34(  ( )
1

1
1 2, .

T

n

w B
T B C T Cv Cv Cv

wB

−

 
 

= = 
 
 

v
v v vM K

v
 

  :به صورت زیر نوشت توان میلذا معادلات حالت به فرم قطري را 

 )4-35(  

( )

1 1

2 2

1 2

0 0
0 0

0
0 0

T

T

T
n n

n

w B
w B

z z r

w B
y Cv Cv Cv z Dr

λ
λ

λ

   
   
   = +           
 = +

vK
vK vv v&

M M O M
vK

v v v vvK

 

  

    4-4مثال 
   .دیکن لیتبد يرا به فرم قطر ریبا معادلات ز یستمیمناسب مدل حالت س لیتبد سیبا انتخاب ماتر

( )

2 1 0
5 4 2

3 1

x x u

y x

−   
= +   −   
=

v v&

v
 

  

براي این کار ابتدا مقادیر ویژه را محاسبه  .آوریم به دستباید ماتریس مودال را  باشد پسیس قطري چون سیستم جدید باید داراي ماتر
   .کنیم می

1 2det( ) 0 1, 3I Aλ λ λ− = → = = −  
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1 1 1 1 1
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ش    م   :  
  LTI  ی     م  ذ ی    رل ذ ی و رؤ   
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  LLTTII  هايهاي  سیستمسیستم  ييپذیرپذیر  کنترلکنترلپذیري و پذیري و   تتییرؤرؤ: : بخش پنجمبخش پنجم33 )5

 :پذیريرؤیت  -5-1

  :مقدمه - 1- 1- 5
  

)همانگونه که قبلاً اشاره شد، متغیر حالت  )fx tv  در هر لحظهft  قبلی را در خود  هاي وروديکلیه اطلاعات مورد نیاز از
که متغیر حالت بین  اي رابطهاین  .شود میبه بعد، با دانستن این متغیر مشخص  ftاندوخته است و پاسخ سیستم از زمان 

و امکان استفاده وسیع کامپیوتر و  کننده کنترلعملیات طراحی  سازي سادهورودي و خروجی برقرار ساخته است، علیرغم 
نیاً ارتباط یک به یکی با ورودي و خروجی د این مشکل را داشته باشد که اولاً یکتا نبوده و ثاتوان میعددي در آن،  هاي روش

توسط سه معادلات دینامیکی آن را تحلیل نمود،  توان میبه عنوان مثال اگر سیستمی را که تنها با دو متغیر حالت  .نداشته باشد
باط متغیر بررسی ارت .متغیر حالت نمایش دهیم، مسلماً ارتباط یک به یک متغیر حالت به ورودي یا خروجی مخدوش خواهد شد

 پذیري کنترلبه همین ترتیب ارتباط بین ورودي و متغیر حالت را با اپراتور  .سنجند میپذیري رؤیت حالت و خروجی را با اپراتور 
 فهم قابلدر این راستا مفاهیم مختلف یک به یک و پوشا بودن این اپراتور ریاضی را در قالب تعابیر فیزیکی  .نماییم میبررسی 

   .مکنی میتعبیر 
  
  پذیريرؤیت تعریف  - 5-1-2

x(0)0، اگر شرایط اولیه متغیرهاي حالت شود میپذیر نامیده رؤیت  LTIیک سیستم  x=v v  را بتوان به صورت یکتا از اطلاعات
)مربوط به  )y tv  و( )r tv  در محدوده زمانی[ ]t 0,T ,T 0∈    .تعیین نمود <

  
فصل گذشته با شناخت  هاي بحثلحاظ شده است اما با توجه به  0xvاولاً تنها تعیین : باشند میدر تعریف فوق نکات زیر مهم 

)سیستم و تعیین ماتریس انتقال حالت  )tϕ 0، در صورتی کهxv  تعیین شود( )x tv  یکتا براي کلیه  به صورتنیز به راحتی و
) ها زمان )t∀0را به ازاي ) 10-4(براي اینکه این موضوع را نشان دهیم رابطه  .، قابل تعیین خواهد بود 0t  بازنویسی =
  :کنیم می

)5 -1( ( )
0

0

( ) ( )
t

At A tx t e x e Brτ τ−= + ∫
v v v

 

)و اعمال  0xvبا مشخص بودن  )r tv  ،در معادله فوق( )x tv 4( دقت کنید خروجی سیستم براساس معادله .تعیین خواهد شد-
  :در حالت کلی برابر است با) 11

)5 -2( ( )
0

0

( ) ( ) ( )
t

At A ty t Ce x Ce Br Drτ τ τ−= + +∫
v v v v

  

رؤیت ند بدون اطلاع از شرایط اولیه محاسبه شوند، پس در بحث توان می، zsyvمربوط به خروجی با شرایط اولیه صفر  هاي قسمت
   .گیرد میقرار  ها بررسیدر این تعریف مبناي  ziyvپذیري وارد نشده و تنها پاسخ همگن یا 

)5 -3( 0( ) At
ziy t Ce x=v v
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، اما ابزار مناسبی سازد میپذیري را کاملاً آشکار رؤیت تعریف قبل با اینکه مفهوم  .باشد می 0xvچرا که تنها این جزء تابعی از 
 را معرفیقابل محاسبه است  تري سادهناپذیر را که به صورت رؤیت تعریف زیر حالت  .باشد میپذیري نرؤیت براي تعیین 

   .نماید می
v  ناپذیررؤیت تعریف متغیر حالت:  

*متغیر حالت  0x ≠v  اگر پاسخ همگن یا بدون ورودي شود میناپذیر خوانده رؤیت ،( )ziy tv  با شرایط اولیه( ) *0x x=v v  براي
∀0t ها زمانکلیه     .، کاملاً صفر باقی بماند≤

*از لحاظ ریاضی در صورتی که بتوان  0x ≠v یافت که  
0 ( ) 0 0At

ziif x y t Ce x t∗ ∗∃ ≠ ∋ = ≡ ∀ ≥v v v  
ناپذیر رؤیت ناپذیر خواهد بود و در صورتی که هیچ حالتی این معادله را برقرار نکند، حالت رؤیت در این صورت این متغیر حالت 

   .پذیر خواهد بودرؤیت سیستم وجود نخواهد داشت و 
  :پذیريرؤیت قضیه 

)و به اختصار زوج ( LTIیک سیستم  ),A C ( ناپذیر نداشته باشدرؤیت هیچ متغیر حالت  اگرپذیر است، اگر و تنها رؤیت.   
  

  :پذیريرؤیت تستهاي  -3- 1- 5
0که  میجستجو کن اي به گونهرا  0xvتاکنون بدین نتیجه رسیدیم که 

AtCe xv اما این جستجو معمولاً مشکل است و ؛ را صفر کند
همیلتون را یادآوري - مجدداً قضیه کیلی .در این جستجو بهره ببریم.  ...جبر خطی و فضاهاي پوچی و هاي روشبهتر است از 

  :با معادله مشخصه زیر در نظر بگیرید Aسیستم خطی  .کنیم می
 1

1 1 0.... 0n n
na a aλ λ λ−

−+ + + + =  
  :یعنی کند میدر معادله مشخصه خود صدق  Aماتریس  این صورتدر 

)5 -4( 1
1 1 0.... 0n n

nA a A a A a−
−+ + + + =  

v پذیريرؤیت شرایط  قضیه :  
  ر است، اگر و تنها اگر ناپذیرؤیت یک متغیر  xv*بردار 

)5 -5( 2

1

: 0

n

C
CA

O x xCA

CA

∗ ∗

−

 
 
 
 = =
 
 
 
 

v v

M
 

)در صورتی که  .شود مینامیده  1پذیريرؤیت ، ماتریس Oکه در آن  )rank O n< توان می باشد * 0x ≠v  را پیدا نمود که در
   .شرط فوق صدق کند

    1- 5مثال 
  :تپذیر اسرؤیت آیا سیستم زیر 

                                                                                                                                                           
1 Observability Matrix 
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( )
3 1

2 2 , 1 1
1 3
2 2

A C

− 
 

= = − 
  
  

  

( ) ( )
3 1

2 21 1 2 2
1 3
2 2

1 1
2 2

CA

C
O

CA

− 
 

= − = − 
  
 

−   
= =   −   

   

) :رتبه کامل ندارد  ) 1rank O =  

  ناپذیر چیست؟رؤیت ناپذیر است، اما متغیر رؤیت سیستم 

 1 1 1
0

2 2 1
a

x a
a

∗−    
= → =    −    

  

   .نخواهد بودانجام شده قادر به شناخت آن  گیري اندازهاگر هر دو متغیر حالت برابر باشند 
< 

v قضیه شرط بردار ویژه   
)سیستم  ),A C ناپذیر است، اگر و تنها اگر بردار ویژه رؤیتivv  درA  0وجود داشته باشد کهiCv =v گردد.   

    2- 5مثال 
  :است پذیررؤیت آیا سیستم زیر 

( )
3 1

2 2 , 1 1
1 3
2 2

A C

− 
 

= = − 
−  

  

  

) ناپذیررؤیت مود   )1 1 1

1 1
1 1 1 0

1 1
v Cvλ

   
= − ⇒ = ⇒ = − =   

   

v v  

) پذیررؤیت مود   )2 2 2

1 1
2 1 1 0

1 1
v Cvλ

   
= − ⇒ = ⇒ = − ≠   − −   

v v  

1 1λ =    .باشد میناپذیر رؤیت مربوط به مود  −
< 

  :ناپذیررؤیت زیر فضاي  - 4- 1- 5
)ناپذیري مربوط به نحوه تشکیل بردار رؤیت پذیري بیان شد، ؤیت رتشخیص  هاي روشتاکنون در مورد  همانگونه که )0xv  و یا

0iCvکه  شود می Aeیا  Aاز ماتریس  اي ویژهبردار  =v از یکدیگر قابل ناپذیر رؤیت پذیر و رؤیت بدین ترتیب مودهاي  .گردد
رؤیت زیر فضاي  .پذیر نیست با این جداسازي قابل انجام استرؤیت تفکیک بوده و امکان شناسایی حالتی که توسط خروجی 

ناپذیر از پوشش فضایی بردارهاي ویژه رؤیت پذیر تشکیل شده و زیر فضاي رؤیت پذیر از پوشش فضایی بردارهاي ویژه مودهاي 
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نشان داد زیر فضاي  توان می .نیز ارتباط دارند Oپذیري رؤیت این زیر فضاها با ماتریس  .شوند میل ناپذیر تشکیرؤیت مودهاي 
   .باشد می Oپذیري رؤیت ماتریس  1ناپذیر سیستم همان فضاي پوچیرؤیت 

1n

Cx
CA

O

CA −

 
 
 =
 
 
 

M
  

رؤیت پذیر را از مودهاي رؤیت ه مودهاي ناپذیر کافی است تبدیل همانندي بیابیم کرؤیت پذیر و رؤیت براي جداسازي فضاي 
به عنوان مثال فرض  .به آن اشاره شده استاما این همان تبدیل همانندي است که در فرم عمومی جردن ؛ ناپذیر تفکیک کنند

1داراي سه مقدار ویژه  Aکنید سیستم  2 3, ,λ λ λ 2که مود مربوط به  باشدλ  با تشکیل  این صورتدر  .ناپذیر استرؤیت در آن
  :تبدیل همانندي زیر

[ ]31 2vT v v= vv v

  
   .را به فرم قطري زیر تبدیل نمود Aماتریس  توان می

1

1
3

2

0 0
0 0
0 0

T AT

λ
λ

λ

−

 
 

= Λ =  
 
 

  

1یعنی  zvمتغیرهاي اول و دوم  این صورتدر  2,z z  که از تبدیل( ) ( )z t Tx t= vv رؤیت مربوط به مودهاي  آیند می به دست
  :شود یمبه فرم زیر تبدیل  تغییریافتهدر حالت کلی ماتریس سیستم  .باشند میناپذیر رؤیت مربوط به  2zمتغیر پذیر بوده و 

  
)5 -6(  
  
  
 

( )

( )

' '
11 1
' ' '
21 22 2

'
1

1

2

0( ) ( )

( ) ( ) ( )0

A B
z t z t r t

A A B

y t C z t Dr t

z
z z

    
= +          


= +
 

→ =   
 

vv v&

v vv
 

رؤیت مربوط به مودهاي  2zپذیر بوده و رؤیت مربوط به مودهاي  1zو در آن  گوییم میپذیري رؤیت که به آن فرم کانونیکال 
ولی براي کلیه  .دیگري نیز که این کار را انجام دهند، وجود دارد هاي بدیلتمسلماً تبدیل همانندي یکتا نبوده و  .باشند میناپذیر 
، ولی کند میناپذیر را به نمایش دیگري تبدیل رؤیت پذیر و رؤیت که مودهاي  دانیم می Tهمانندي از خواص  هاي تبدیل

   .تغییري در رفتار دینامیکی سیستم ایجاد نخواهد کرد
  

  

    3- 5مثال 
  :زیر جدا کنید هاي سیستمر را در پذیرؤیت زیر فضاي 

                                                                                                                                                           
1 Null Space 
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( )

4 3 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

1 3 2

x x r

y x

 − −   
    = +        

   
 =

v v v&

v v

 )1   

  :کنیم میرا چک  پذیريرؤیت شرط ابتدا  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

4 3 0
1 3 2 1 0 0 1 1 0

0 1 0

4 3 0 4 3 0 13 12 0
1 3 2 1 0 0 1 0 0 1 3 2 4 3 0 3 3 0

0 1 0 0 1 0 1 0 0

1 3 2
1 1 0 2

3 3 0

CA

CA

C
O CA rank O

CA

− − 
 = = − − 
 
 

− − − −    
    = = − − =    
    
    

   
   = = − − → =   
   
   

 

  :کنیم میاکنون شرط بردار ویژه را چک  .ناپذیر استرؤیت سیستم 

( )

( )

( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0 0
0 0 1 3 2 0 2 0

1 1

1 1
1 1 1 3 2 1 0

1 1

9 9
3 3 1 3 2 3 2 0

1 1

v Cv

v Cv

v Cv

λ

λ

λ

   
   = → = ⇒ = = ≠ →   
   
   

− −   
   = − → = ⇒ = = →   
   − −   
   
   = − → = − ⇒ = − = ≠ →   
   
   

v v

v v

v v

  

( ) 1
31 2

1 1

1

0 9 2 8 61
10 3 1 1 01
6

3 9 01 1 1

. .
.

2 8 6 4 3 0 0 9 2 8 6 0 27 11
1 11 1 0 1 0 0 0 3 1 1 0 0 9 11
6 6

3 9 0 0 1 0 3 9 0 0 3 11 1 1

vT v v T

z T AT x T B r
y CT x

T AT

−

− −

−

 −  
   = = − ⇒ =   

  −   
 = +


=
 − − −−    
     = − = −     

      −−     

vv v

v vv&
v v

( ) ( )1

0 0 0
0 3 0
0 0 1

2 8 6 1 2 0 9 1
1 11 1 0 0 1 , 1 3 2 0 3 2 2 01
6 6

3 9 0 0 3 1 1 1
T B CT−

 
  = − 

   −  
 −    
     = = = − =     

      −      
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( )

1

2 2 1 2

3 3

1
0 0 0 2 310 3 0 1 16 3 2( )
0 0 31 6

12 2 0
2

z r

z z r
z z r y z z

y z z z r

 =    
    = − +    ⇒ → = − + → = +   −    
 = = − + 

v&
vv v& v&

v v&

  

( )

1

0 1 0 1
0 2 1 2
0 1 0 1

0 0 1

x x x

y x

    
    = +        −   
 =

v v&

v v

 )2   

  :کنیم میپذیري را چک رؤیت ابتدا شرط 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0

0 2 1

0 0 1 0 0 1 0 2 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 1

0 2 1 0 2 1 0 4 1

0 0 1
0 1 0 2
0 2 1

CA

CA

C
O CA rank O

CA

 
 = − = − 
 − − 

− −    
    = − − = − = − −    
    − − − −    

   
   = = − → =   
   − −   

 

  :کنیم میاکنون شرط بردار ویژه را چک  .ناپذیر استرؤیت سیستم 

( )

( )

( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1
0 0 0 0 1 0 0

0 0

1 1
1 1 0 0 1 1 1

1 1

0 0
1 1 0 0 1 1 0

0 0

v Cv

v Cv

v Cv

λ

λ

λ

   
   = → = ⇒ = = →   
   
   
   
   = → = ⇒ = = − →   
   − −   
   
   = → = ⇒ = = →   
   
   

ریذپان تیور

ریذپ تیور

ریذپان تیور

  

1

1 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1

T T −

   
   = ⇒ =   
   −   

  

1

0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0
0 1 1 0 2 1 1 1 0 0 1 1 1 2 0
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0

T AT−

      
      = =      
      − − − −      
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( ) ( )

1

0 0 1 1 1
0 1 1 2 3
1 0 1 1 2

1 0 1
0 0 1 1 1 0 1 0 0

1 0 0

T B

CT

−

−    
    = =    
    
    

 
 = = − 
 − 

   

( )

1 1

0 11 1
0 0 31. .
0 0 0 2.

1 0 0

z z rz T AT x T B r
y CT x

y z

− −

   − 
    = + = +     ⇒    =     
 = −

vv vv vv &&
v v

v

  

< 
  :آشکار پذیري - 5- 5-1 

هیچ  ها آنناپذیر که بر روي رؤیت ناپذیري مشکل جدي بهم نمی زند، در صورتی که مودهاي رؤیت ، ها حالتدر بسیاري از 
   .میل نکنند نهایت بیبه سمت  گاه چیهنظارت خارجی وجود ندارد، پایدار باقی بمانند یا به تعبیر دیگر 

v تعریف آشکار پذیري:  
   .پذیر باشندرؤیت ، اگر کلیه مودهاي ناپایدار سیستم گویند میر پذیر سیستمی را آشکا

  

v توجه :  
)Reداراي قسمت حقیقی غیر منفی  ها آنمودهاي ناپایدار عبارت از مودهایی هستند که مقادیر ویژه  ) 0λ باشد و یا در  ≤

   .صفحه بسته سمت راست قرار گیرند
  

ولی سیستمهاي  .باشد میپذیر آشکار پذیر رؤیت قطعاً یک سیستم  .پذیري استرؤیت از شرط  تر ضعیفشرط آشکار پذیري 
آن  تأثیرتکیه بیشتر مهندسین در توجه به مودهاي ناپایدار سیستم و نحوه  .باشند میپذیر نرؤیت آشکار پذیري وجود دارند که 

و  کننده کنترلاشته باشد حداقل مورد نیاز براي طراحی لذا اگر شرط آشکار پذیري وجود د .باشد میبر دینامیک کل سیستم 
   .مناسب ایجاد خواهد شد گر تیرؤ

  :پذیري کنترل -5-2

  :پذیري کنترلتعریف  - 1- 2- 5
را  xvو متغیر حالت  rvپذیري است با این تفاوت که در این ایده مهم ارتباط ورودي رؤیت بسیار مشابه با  پذیري کنترلمفهوم 
 يرگذاریتأثدر ) یا نحوه چیدمان عملگرها( rvبدین معنا است که توانایی کنترل  پذیري کنترلدر واقع بررسی  .کنیم میبررسی 

   .را بررسی کنیم xvدر کلیه عناصر متغیر حالت 
v  پذیري کنترلتعریف:  
0Tدر زمان  1xکه به ازاي هر متغیر حالت  نامیم می پذیر کنترلتمی را سیس )تابع  < )r tv  0در بازه زمانی t T< را بتوان  >

0چنان یافت که سیستم از شرایط اولیه  0x =v  1در زمان صفر بتواند به شرایطx در زمان T برسد.   
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0 ایم کردهاین تعریف به نظر محدود کننده است چرا که از شرایط اولیه صفر شروع  0x =v توان مینیست چرا که  گونه ایناما ؛ 
در زمان غیر  1xبه شرایط مطلوب،  توان میط این تعریف را ارضاء کند، از هر شرط اولیه غیر صفري نشان داد اگر سیستم شرای

  :دسترسی پیدا کند Tصفر 

)5 -7( 
0

0

0

( )
0 0( ) ( ) ( )

t T
A t TAT

t

x t T e x t e Br dτ τ τ
+

+ −+ = + ∫
v v v

 

0tτ گیري انتگرالبا تغییر متغیر محدوده  τ′ = −  

)5 -8( 0( ) ( )
0

0

( ) ( )
T

A t T Te Br d e Br t dτ ττ τ τ τ′+ − − ′ ′= +∫
v v

 

)0اگر   ) ( )v u tτ τ′ ′= tقرار دهیم، این انتگرال پاسخ بدون شرایط اولیه سیستم در زمان  + T= لذا در صورتی که  .خواهد بود
) توان میباشد،  پذیر کنترلسیستم  )r tv  به هر مقدار دلخواهی همگرا شده و لذا محدودیتی ت که این انتگرال یاف اي به گونهرا

بدون شرایط اولیه یا پاسخ  هاي پاسخکافی است به  پذیري کنترلاین بدان معنا است که براي بررسی  .در تعریف وجود ندارد
   .خصوصی معادلات دیفرانسیل توجه کنیم

  
  پذیري کنترلکنترل ناپذیر و  هاي حالت -2- 2- 5

  

v حالت کنترل ناپذیر :ریفتع  
∗0xحالت  ≠v  اگر پاسخ خصوصی  نامیم میرا کنترل ناپذیر( )zsx tv  ها زماندر کلیه t∀  ها وروديو کلیه rv  عمود بر حالت

x∗v باشد.   
  :به صورت ریاضی این شرط برابر است با .صفر باشد ها آنه در آن عمود بودن دو بردار بدان معنا است که ضرب داخلی ک

)5 -9( *

0 0

( ) ( ) 0
t t

T A T At
x e Br t d x e Br t d

u
τ ττ τ τ τ∗∀

⇒ − = − =
∀ ∫ ∫

v v v v
 

  :این تنها در صورتی برقرار خواهد شد که
)5 -10( 0T At x e Bτ∗∀ → =v

 

*به با این شرط بسیار مشا شود میهمانگونه که مشاهده  0ACe xτ =v  در واقع اگر به جاي  .پذیري استرؤیت شرطB  ازTB 
   .پذیري استرؤیت استفاده شود در واقع این شرط ترانهاده شرط 

  

v قضیه:  
)یا زوج ( LTIیک سیستم  ),A B (ت، اگر و تنها اگر هیچ حالت کنترل ناپذیر نداشته باشداس پذیر کنترل.   

  

  :پذیري کنترلتستهاي  -5-2-3
با توجه به اینکه ترانهاده  .پذیري قابل تعمیم خواهند بودرؤیت به صورت مشابه و به موازات تستهاي  پذیري کنترلتستهاي 

0 پذیري کنترلمعادله 
TT A tB e x∗ =v پذیري براي سیستم دوگان زیر استرؤیت  دقیقاً مشابه شرط:  

)5 -11( 
T

T

x A x
y B x

 =


=

v v&
v v  
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پذیري به فرم رؤیت به عنوان مثال تست اول  .تعمیم داد پذیري کنترلبه فرم مشابه به  توان میپذیري را رؤیت لذا کلیه قضایاي 
   .باشد میزیر 

)5 -12( 2

1

0( )

( )

T

T T

T T

T T n

B
B A

xB A

B A

∗

−

 
 
 
  =
 
 
 
 

v

M
 

  یا ترانهاده آن
)5 -13( ( )2 1 0T nx B AB A B A B∗ − =v K  

  
)لذا سیستم یا زوج   ),A B 0است اگر  پذیر کنترلx∗ ≠v وجود نداشته باشد که در معادله فوق صدق نماید یا به عبارت دیگر:  

  
)5 -14( ( ) ( )1nrank C rank B AB A B n−= =L  

   .باشد پذیر کنترلباشد تا سیستم  nبایستی  C پذیري کنترلرتبه ماتریس 
  

)بدین ترتیب که زوج  .است سازي پیادهشرط بردارهاي ویژه نیز به صورت مشابه قابل  ),A Bاگراگر و تنها  باشد مین پذیر کنترل 
0TBوجود داشته باشد که در معادله  TAاز ماتریس  wvبردار ویژه  w =v وجود داشته باشد  اي ویژهاگر چنین بردار  .صدق کند

iwv  نامیم میمود مربوطه را مود کنترل ناپذیر.   
  

    4- 5مثال 
   .دیکن نییرا تع ریو حالت کنترل ناپذ دییرا چک نما پذیري کنترلشرط  ریز ستمیس يبرا

3 1 1
2 2 2,
1 3 1
2 2 2

A B

−   
   

= =   
−      

   

   

3 1 1 1
2 2 2 2
1 3 1 1
2 2 2 2

AB

− −    
    

= =    
− −        

    

  

( )

( ) ( )

1 1
2 2 , ( ) 1
1 1
2 2

1 1
2 2 0
1 1
2 2

C B AB rank C

a a a a

− 
 

= = = → 
−  

 
− 

 
− = → − → 

−  
 

ریذپان لرتنک

 ریذپان لرتنک تلاح
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  و حالت کنترل ناپذیر −2مود کنترل ناپذیر  :شود میاز شرط بردار ویژه نیز همین نتیجه حاصل 

( ) 2T
i i

a
A v

a
λ

 
= − → =  − 

v  

< 
  :پایداري پذیري - 5- 2- 5

  :زیر تعریف نمود به صورتپایدار پذیري را  توان میمشابه با آشکار پذیري، 
v تعریف پایدار پذیري:  

   .باشند پذیر کنترلسیستمی پایدار پذیر است، اگر کلیه مودهاي ناپایدار آن 
  

بدین ترتیب  .باشد پذیر کنترلی است مودهاي ناپایدار سیستم کامل ضعیف تر است و تنها کاف پذیري کنترلاین شرط نیز از 
کنترل ناپذیري موجودند که به دلیل  هاي سیستمهمچنین  .باشند میپایدار همواره شرط پایداري پذیري را دارا  هاي سیستم

   .گیرند میپایدارند، جزء دسته پایداري پذیر قرار  ها آناینکه مودهاي کنترل ناپذیر 
  
   :پذیر کنترلر فضاي زی - 6- 2- 5

را در ابتدا و  پذیر کنترلبا تشکیل تبدیل همانندي که مودهاي  توان میرا  پذیر کنترلپذیري، زیر فضاي رؤیت مشابه با حالت 
   .تشکیل داد گیرند میمودهاي کنترل ناپذیر را در انتها در بر 

)5 -15( 

 

   .و کنترل ناپذیر را از یکدیگر تفکیک نمود پذیر کنترلزیر فضاهاي  توان میالت با ضرب این تبدیل همانندي در متغیر ح

)5 -16( 11 12 1

22
( )

0 0

A A B
z z r tA

′ ′ ′   
= +      ′   

vv v&
 

 .پایدار مجانبی باشد ′22Aترتیب سیستمی پایدار است اگر و تنها اگر بدین 
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ش   م   :  
LTI   ق      ھای 
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  ::LLTTII  هايهاي  یستمیستمسستحقق تحقق : : بخش ششمبخش ششم33 )6

  :LTIتحقق سیستمهاي  -1- 6

، در صورتی که این رابطه دینامیکی با تعداد باشد می LTIاز دینامیک ورودي و خروجی یک سیستم  ییکتایتابع تبدیل، نمایش 
هر یک از معادلات حالت که مفسر دیفرانسیلی یک تابع تبدیل باشد، یک  .نامحدودي معادله حالت قابل تفسیر و تعبیر است

  :به عنوان مثال .شود میقق براي آن تابع تبدیل نامیده تح

)6 -1( x x r
y x

 = − +


=

v v v&
v v  

  

)6 -2( .
1

x x a r

y x
a

 = − +



=

v v v&

v v  

1هر دو محقق کننده یک تابع تبدیل 
1s +

   .باشند می 

v تعریف تحقق:  

)خروجی - یک معادله حالت ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Br t

y t Cx t Dr t

 = +


= +

v v v&
v v v ق براي تابع تبدیل یک تحق( )H sاست اگر:  

 1( ) ( )H s C sI A B D−= − +  
)ارتباط مشخصی بین  توان میحال  )H s  آورد و امکان وجود تحقق و یکتایی و عدم یکتایی  به دستو اجزاي سیستم حالت

 .باشند میکه سره یا اکیداً سره  باشند میلت تحقق، توابع تبدیل گویایی نشان داد که معادلات حا توان می .آن را بررسی نمود
  :با توجه به اینکه .یا مساوي درجه مخرج است تر کوچکدرجه صورت  ها آنبدین معنی که در نمایش تابع تبدیلی 

  

)6 -3( 
lim ( )
s

H s D
→∞

=  

0D صورتی کهدر  )ل باشد تابع تبدی ≠ )H s
 

م مستقیم صورت و با تقسی توان میلذا تابع تبدیل سره را  .سره خواهد بود
  :مخرج به فرم زیر

  

)6 -4( 
ˆ( ) ( )H s H s D= +  

  :با فرم کلی توان میرا  Ĥتبدیل نمود و تحقق 
  

)6 -5( ( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Br t

y t Cx t

 = +


=

v v v&
v v  

سیستمهاي مورد بحث را به سیستمهاي اکیداً سره محدود  توان میبنابراین بدون از دست دادن عمومیت مسئله ؛ آورد ستبه د
   .شود میدر هر حال قضیه وجود تحقق به صورت زیر بیان  .نمود

  

v وجود تحقق قضیه:  
)یک ماتریس تبدیل  )H s  اگرالت تحقق داد، اگر و تنها به صورت معادلات فضاي ح توان میرا ( )H s یا (ماتریس گویاي سره

   .باشد) اکیداً سره
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   :تحقق کاهش ناپذیر - 2- 5
همانگونه در این بخش نشان داده خواهد شد  .باشد میمهم تحقق، کاهش ناپذیر بودن رتبه معادلات حالت  هاي مشخصهیکی از 

ابتدا اجازه دهید با یک مثال ایده تحقق کاهش  .پذیري سیستم در ارتباط استرؤیت و  ريپذی کنترلاین مشخصه با خواص 
1تحقق تابع تبدیل  .ناپذیر را بررسی کنیم

1s +
  :به فرم زیر نوشت توان میرا  

  

)6 -6( 1 1

1

x x r
y x

= − +
 =

&
 

  :نوشت توان میتحقق دیگري براي سیستم نیز 
  

)6 -7( 1 1 2

2 2

1 2

2
x x x r
x x
y x x

= − + +
 = −
 = +

&
&  

همانگونه که قبلاً گفته شد تابع تبدیل  .براي مشاهده سریع این برابري کافی است به تعریف تابع تبدیل یک سیستم رجوع کنیم
با در نظر گرفتن معادلات حالت دوم، پاسخ شرط  .باشد می (zs)سیستم رابطه بین خروجی و ورودي در حالت شرایط اولیه صفر 

لذا با این توصیف هر دو معادله حالت به یک  .مستقیم ندارد تأثیر rصفر است چرا که در این معادله  ها زماندر کلیه  2xه اولی
1تابع تبدیل 

1s +
   .تبدیل خواهند شد 

1اول حال دقت کنید که براي تابع تبدیل مرتبه 
1s +

1و یک تحقق با دو متغیر حالت  1xیک تحقق با یک متغیر حالت   2,x x 
   .که با حداقل متغیرهاي حالت انجام پذیرد گوییم میبه تحققی کاهش ناپذیر یا مینیمال  .است شده تعیین

  

v رتحقق کاهش ناپذی :تعریف  
)تحقق یک تابع تبدیل  )H s کاهش ناپذیر یا مینیمال است اگر هیچ تحقق با تعداد متغیر حالت کمتر از آن نتوان یافت.   

  

   .را معرفی نمائیم هنکلکاهش ناپذیر لازم است پارامترهاي مارکوف و ماتریس  هاي تحققبراي بررسی خواص 
}کمیتهاي  }1 , 1, 2,....iCA b i−  هاي تحققویژگی خاص پارامترهاي مارکوف این است که در  .نامند میرا پارامترهاي مارکوف  =

بدین ترتیب پارامترهاي مارکوف به صورت منحصر بفرد از  .باقی می مانند تغییرناپذیرمختلف از یک تابع تبدیل این پارامترها 
 هاي توانبسط تابع تبدیل را بر حسب  توان میرامترها از روي تابع تبدیل براي تعیین این پا .باشند میتابع تبدیل قابل استخراج 

   .بنویسیم sمنفی 
  

)6 -8( 1

0

( ) ( ) i
i

i
H s C sI A B D h s

∞
− −

=

= − + = ∑  

  که در آن
  

)6 -9( 
1 1 2 3 2( ) ....sI A s I s A s A− − − −− = + + +  

   .باشند می ihفوق  اي چندجملهبسط  که پارامترهاي مارکوف همان ضرایب شود میبا مقایسه دو معادله فوق مشخص 
  

)6 -10( ( 1, 2,....)i =  1i
ih CA b−→ = مارکوف فشارسنج هوا   

)مختلفی را از یک تابع تبدیل  هاي تحققحال اگر  )H s ها تحققلیه داشته باشیم مسلماً ضرایب بسط توانی فوق براي ک 
  لذا  .بایستی یکسان باشند
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)6 -11( 
1 1

1 1 1 2 2 2
i iC A B C A B− −=  

نیز با استفاده از پارامترهاي  هنکلماتریس  .بوده و به شکل تحقق مربوط نخواهند شد تغییرناپذیریعنی پارامترهاي مارکوف 
   .شود میمارکوف به ترتیب زیر تشکیل 

  

  
)6 -12( 
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است و با نوع تحقق تغییر  تغییرناپذیرخود  شود میمارکوف تشکیل  تغییرناپذیرنیز که از پارامترهاي  هنکلمسلماً ماتریس 
   .کند مین
v قضیه:   

   .پذیر باشدرؤیت و  پذیر کنترل اگرتحققی کاهش ناپذیر است اگر و تنها 
  
  :SISOتحقق سیستمهاي  -3- 6

تفسیر تابع  يگذار ناماساساً علت  .گردند میتک خروجی بررسی - ستمهاي تک وروديمختلف تحقق سی هاي روشدر این بخش 
 به صورتیا فیلتر ها  ها کننده کنترل سازي پیادهتبدیل به نمایش فضاي حالت با عنوان تحقق مربوط به زمانی است که 

با ( ریگهم به عنوان انتگرال ، کننده تیتقوهم به عنوان  Op-Ampاز  .پذیرفت میصورت  Op-Ampالکترونیکی و توسط 
   .استفاده کرد توان میو هم به عنوان جمع کننده و مقایسه کننده ) اضافه کردن یک خازن

بلکه بخاطر  سازي پیادهاما نه تنها به علت ؛ به صورت بلوك دیاگرام ارائه خواهد شد ها المانلذا تحقق سیستمها توسط این 
 .سیستمها را در فرم فضاي حالت بررسی کنیم لازم است ها کننده کنترلراحی و تنظیم استفاده از تئوري کنترل مدرن براي ط

بسته به نوع تحقق  .پردازیم می ها آنبعدي به برخی از  هاي بخشکه در  باشند میتحقق بسیار متنوع  هاي روشانواع مختلف 
در اینجا فرض  .کاهش ناپذیر بودن آن استکه بهترین خصوصیت در تحقق  انتظار داشت توان می ها آنخواص مشخصی را از 

)کنید یک تابع تبدیل اکیداً سره با مشخصات زیر را بخواهیم به فرم ماتریسی  ), , ,A B C Bمحقق نمائیم.   
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ه به صورت مود پنهان در ک لذا در حالت کلی ممکن است قطب و صفر مشترکی در این تابع تبدیل موجود باشد
در صورتی که بخواهیم تحقق، کاهش ناپذیر باشد لازمست ابتدا مودهاي  .مستقیم نباشد مشاهده قابلفوق  هاي اي چندجمله
   .و حذف نمائیم و سپس عملیات تحقق را صورت دهیم پیداکردهپنهان را 

  
  :کننده کنترلتحقق کانونیکال  -3-1- 6

  :کنیم میاز متغیرهاي حالت به فرم زیر استفاده  کننده کنترلدر تحقق کانونیکال ، یدرا در نظر بگیر 13- 6سیستم 
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  :لذا در حالت ماتریسی خواهیم داشت
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  :فرم بلوك دیاگرام آن به ترتیب زیر است

∑ 1
s

1
s

0a

∑

1na −

−

+

+

nx
1xr

y
∑

+
+

1nb −

1
s

2nb −

1nx −

∑

2na −

+

0b

M

  
  کننده کنترلبلوك دیاگرام تحقق کانونیکال : 1- 6شکل 

   .دهیم می را تشکیل پذیري کنترلبراي بررسی این مدعا، ماتریس  .است پذیر کنترلهمانگونه که از نام تحقق پیداست این تحقق 
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لذا  .باشند میانگونه که مشخص است بر روي قطر فرعی این ماتریس تمامی عناصر یک هم .باشد میعنصر غیر صفر  ∗که در آن 

پذیر بودن این تحقق وابسته به آن است رؤیت اما ؛ باشد می پذیر کنترلبوده و این سیستم  nبرابر  پذیري کنترلرتبه ماتریس 
   .که سیستم مودهاي پنهان نداشته باشد

  
است و در صورتی که تابع تبدیل مورد تحقق قطب و صفر مشترکی  پذیر کنترلهمواره  کننده کنترلتحقق کانونیکال  :نکته

   .پذیر نیز خواهد بودرؤیت نداشته باشد، 
  
  :کنندهرؤیت تحقق کانونیکال  - 3-2- 6

  :باشد میاین تحقق به فرم زیر 
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0است که در آن  کننده کنترلین تحقق دوگان تحقق کانونیکال توجه کنید که ا 0 0, ,T T T
c c cA A b C C b= = لذا با توجه به  =

و در صورتی که تابع تبدیل سیستم قطب و  باشد میپذیر رؤیت خاصیت دوگانی سیستمهاي خطی این تحقق به صورت ذاتی 
کننده به صورت کانونیکال را رؤیت شکل زیر تحقق  .)گردد یممینیمال ( .هم خواهد بود پذیر کنترلصفر مشترك نداشته باشد 

   .دهد مینشان 

∑ 1
s

+
1x

r

y

0b

−

0a

∑
+

1b

−

1a

+

1nb −

−

1na −

∑ 1
s

1
s

2x

  
  کنندهرؤیت بلوك دیاگرام تحقق کانونیکال : 2- 6شکل 

  :پذیريرؤیت تحقق کانونیکال  - 3-3- 6
  :بلوك دیاگرام این تحقق مطابق شکل زیر است
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  پذیريرؤیت بلوك دیاگرام تحقق کانونیکال : 3- 6شکل 
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  :و یا به فرم ماتریسی زیر
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   .باشند میپارامترهاي مارکوف در سیستم  ihکه در آن 
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   .باشند میو از رابطه زیر قابل محاسبه 
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  :این تحققنشان داد براي  توان میپذیري رؤیت با محاسبه مستقیم ماتریس 
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M
 

بلکه  دهد میپذیري سیستم را نشان رؤیت پذیري نه تنها رؤیت همگن بودن ماتریس  .باشد میپذیر رؤیت لذا این تحقق همواره 
از طرف دیگر  .سازد میی عددي در محاسبه متغیرهاي حالت سیستم را از روي اطلاعات خروجی سیستم، مشخص یکنواخت

  :این تحقق عبارت است از پذیري کنترلماتریس 
   

)6 -22( 
( )1

(1, 1)

nC B AB A B

M n

−=

= −

L
 

  

1nو 1 هاي آرایهبا  هنکلماتریس  )خواهد بود که تابع تبدیل  پذیر کنترلانند قبل تنها زمانی سیستم هم − )H s داراي صفر و
   .قطب مشترك نباشد

  

  :پذیري کنترلتحقق کانونیکال  - 3-4- 6
  :لذا باشد میاین تحقق دوگان تحقق قبل 
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پذیري آن رؤیت  سیو ماترسیستم ماتریس واحد بوده  پذیري کنترللذا ماتریس  .باشند میپارامترهاي مارکوف  ihکه در آن 
  :نماد بلوکی این تحقق به فرم زیر است .باشد می هنکلماتریس 
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  پذیري کنترلبلوك دیاگرام تحقق کانونیکال : 4- 6شکل 

    1-6مثال 
   .آورید به دستابع تبدیل زیر را ومختلف ت ايه تحقق

2

3 2

1( )
6 11 5

sH s
s s s

+
=

+ + +
 )1  

  
   .باشند میآمده کلاً کاهش ناپذیر  به دست هاي تحققو لذا  1نخست توجه کنید قطب و صفرهاي سیستم متمایز بوده

  
   کننده کنترلتحقق کانونیکال ) الف
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  :کد زیر توجه کنیدبه  1

>> [z,p]=tf2zp([1 0 1],[1 6 11 5]) 
z = 
        0 + 1.0000i 
        0 - 1.0000i 
p = 
  -2.6624 + 0.5623i 
  -2.6624 - 0.5623i 
  -0.6753 
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  کنندهرؤیت تحقق کانونیکال ) ب
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  پذیريرؤیت تحقق کانونیکال ) ج
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  :اند شده تعیینکه در آن پارامترهاي مارکوف از رابطه زیر 
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  پذیري کنترلتحقق کانونیکال ) د
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   .باشند میآمده کلاً کاهش ناپذیر  به دست هاي تحققو لذا  1نخست توجه کنید قطب و صفرهاي سیستم متمایز بوده

                                                                                                                                                           
  :د زیر توجه کنیدکبه  1

>> [z,p]=tf2zp([1 2 -1],[1 2 3 4]) 
z = 
   -2.4142 
    0.4142 
p = 
  -1.6506           
  -0.1747 + 1.5469i 
  -0.1747 - 1.5469i 
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   کننده کنترلتحقق کانونیکال ) الف
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  کنندهرؤیت تحقق کانونیکال ) ب
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  پذیريرؤیت تحقق کانونیکال ) ج
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x x r x x

x x x x r
y xy x

 = +    
     = + =     →    − − − = − − − +    
  == 

&
v v& &

&
v
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  :اند شده تعیینکه در آن پارامترهاي مارکوف از رابطه زیر 
1 1

1

2

3

1 0 0 1 1 0 0 1 1
2 1 0 2 2 1 0 2 0
3 2 1 1 1 2 1 1 4

h
h
h

− −
           
           = = − =           
           − − −             

∑ 1
s

+
3x

r

1x y=

4

−

+

∑ 1
s

1
s

2x

∑

2
+

∑

3
+

4

  
  پذیري کنترلتحقق کانونیکال ) د

( )

1 3

2 1 3

3 2 3

1 3

0 0 4 1 4
1 0 3 0 3
0 1 2 0 2

41 0 4

x x r
x x r x x x

x x x
y x xy x

 − = − +    
     = − + = −     →    − = −    
  = += 

&
v v& &

&
v

  

∑ 1
s

1
s

3

−

+r
y

∑+1
s

2

4∑

4

−
∑

−

3x2x1x +

  
< 

  تحقق کانونیکال جردن -3-5- 6
ایده اصلی تحقق استفاده از فرم  .یک مثال براي بیان این تحقق استفاده کنیم اجازه دهید ازبراي سادگی نمایش این روش 

 ها قطبیعنی جداسازي  اما فرم جردن در توابع تبدیل؛ کند میضمن سادگی مشخصات این سیستم را تعبیر  ؛ کهباشد میجردن 
ه درجه پنجمی را در نظر بگیرید که داراي به عنوان مثال تابع تبدیل اکیداً سر .شود میو این عمل توسط کسرهاي جزئی انجام 

   .کنیم میاین تابع تبدیل را با استفاده از کسرهاي جزئی به اجزاي خود تقسیم  .باشد می 3ریشه تکراري با تکرر 
   

)6 -24( 13 311 12 2
3 2

1 1 1 2

( )
( ) ( ) ( ) 3

e ee e eH s
s s s s sλ λ λ λ λ

= + + + +
− − − − −

 

   .دهد میر نحوه تجزیه اول آن را نمایش شکل زی .را تحقق بخشید شده تجزیهاین تابع تبدیل  توان میبدین ترتیب به دو صورت 
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11e

∑

2x

r

1

1
s λ+

2

1
s λ+

3

1
s λ+

1

1
s λ+ 1

1
s λ+

13e

12e

2e

3e

y

13x 12x
11x

3x

  
  :لذا در این حالت

   

)6 -25( 

( )

1

1

1

2

3

11 12 13 2 3

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1

x x r

y e e e e e x

λ
λ

λ
λ

λ

    
    
    
    = +    

   
       

=

v v&

v

 

رؤیت پذیرفته است و لذا این تحقق  تأثیرخروجی این تحقق از کلیه متغیرهاي حالت  شود میهمانگونه که در شکل ملاحظه 
  :دید توان میرا تحقق بخشیم،  شده تجزیهدیگر این تابع تبدیل  حال اگر به صورت .پذیر است

11e

∑

∑

+

2x

r

2

1
s λ+

3

1
s λ+

1

1
s λ+

1

1
s λ+

13e

12e

2e

3e

y

13x12x11x

3x

∑
1

1
s λ+

+

++

  
  :شود میمانده و تحقق به فرم زیر حاصل در این حالت ضرایب کسرهاي جزیی در نزد ورودي باقی 
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)6 -26( 

( )

1 11

1 12

1 13

2 2

3 3

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 1 1 1

e
e
ex x r
e
e

y x

λ
λ

λ
λ

λ

    
    
    
    = +    

   
       

=

v v&

v

 

  

    2-6مثال 
   .محقق کنید سیستم زیر را به فرم کانونیکال جردن

2

3 2

2 1( )
4 5 2

s sH s
s s s

− +
=

+ + +
   

  :تابع تبدیل را تجزیه می کنیمابتدا 

 

( )

( )( ) ( )( ) ( )

2 2

3 2 2 2

2
2

1 1

22
2

1 1 1

2

2

2 1 ( 1)( )
4 5 2 ( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2)

( 1)lim( 1) lim 4
( 2)

2 1 2 1( 1)lim ( 1) lim lim 8
2 2

lim( 1)

s s

s s s

s

s s s A B CH s
s s s s s s s s

sA s H s
s

s s sd d s dA s H s
ds ds s ds s

C s H

→− →−

→− →− →−

→−

− + −
= = = + +

+ + + + + + + +

−
= + = =

+

 − + − − −  = + = = = −   + +   

= + ( )
2

22

2

( 1)lim 9
( 1)

4 8 9( )
( 1) ( 1) ( 2)

s

ss
s

H s
s s s

→−









− = =
 +

→ = − +
+ + +

  

( )

1 1 0 0
0 1 0 1
0 0 2 1

4 8 9

x x r

y x

 −   
    = − +        −   
 = −

v v&
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1
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1
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( )

1 1 0 4
0 1 0 8
0 0 2 9

0 1 1

x x r

y x

  −  
    = − + −       −    
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  ::فیدبک حالتفیدبک حالت: : بخش هفتمبخش هفتم33 )7

   :مقدمه -7-1

پس -یا پیش فاز PIDبه عنوان مثال  کننده کنترل کلاسیک مبتنی بر فیدبک خروجی و ساختار معینی از کننده کنترلطراحی 
خروجی سیستم در متغیرهاي حالت سیستم فشرده -که در دیدگاه مدرن اطلاعات ورودي حالی استاین در  .فاز استوار است

   .باشد میمدرن استفاده از فیدبک حالت  کننده کنترللذا ایده اصلی در طراحی  .شده است

  خصوصیات فیدبک حالت -7-2

  :خطی زیر را در نظر بگیریدسیستم 
   

)7 -1( 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Br t

y t Cx t

 = +


=

v v v&
v v  

را  کننده کنترلهدف از طراحی  .باشد میبعدي  mخروجی  yvبعدي و  lورودي  rvبعدي، nمتغیر حالت  xvکه در آن 
   .توان به صورت زیر بر شمرد می

 پایداري داخلی •

 تنظیم یا ردیابی •

 حذف اثر اغتشاش •

 کاهش اثر نویز •

 عدم حساسیت به مدل •

یدبک حالت در کنترل مدرن، ف ؛ کهفوق استفاده از حلقه فیدبک است يها تیخصوصروش اصلی در ارضاء همزمان  دانیم می
آینده  هاي خروجیکه کلیه اطلاعات ورودي در زمان قبل را به اطلاعات  xvبا توجه به خواص متغیر حالت  .گردد میپیشنهاد 

سیستم همزمان با تنظیم یا  پایدارسازيتوانمندي لازم جهت در نظر بگیریم  xvرا تابعی از  rv کننده کنترل، اگر سازد میمرتبط 
   .گیریم میدر نظر  xvخطی از را نیز تابعی  کننده کنترلخطی این  هاي سیستمدر  .آورد به دست توان میحذف اغتشاش را 

   

)7 -2( .r k x= −v v
 

مختلف از  هاي تحققیکتا نیست بسته به  xv، ولی چون متغیر باشد میمفهوم فیدبک منفی  علامت منفی در اینجا تنها اشاره به
سیستم ها از علامت  پایدارسازيمثبت یا منفی باشد و تنها به خاطر توجه به اهمیت فیدبک منفی در  kد توان مییک سیستم 

]یک ماتریس  kدر این نمایش  .استمنفی استفاده شده  ] n
k

×l از ترکیب خطی متغیرهاي حالت  کننده کنترلو  باشد می
ي کلاسیک با توجه به این نکته که متغیرهاي ها کننده کنترلبا  کننده کنترلبه منظور مقایسه این  .سیستم تشکیل شده است

 کننده کنترلاز  اي یافته تعمیمفرم  ها آن، ترکیب خطی گیرند میرا در بر  &xvو هم سرعت  xvهم موقعیت ولاً حالت سیستم معم
PD  در اینجا ماتریس  .که بر روي کلیه متغیرهاي حالت ترکیب شده است دهد میرا تشکیلk نامیم می ماتریس بهره حالت را.   

   .دهیم می، ابتدا سیستم حلقه بسته را در فضاي حالت تشکیل کننده کنترلبراي بررسی خواص این 
   

)7 -3( 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t A Bk x t

y t Cx t

 = −


=

v v&
v v  
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clAکه در آن  A Bk= ي داخلی سیستم اگر خاصیت پایدار .دهد می، نیز یک سیستم خطی غیر متغیر با زمان را نشان −
clAانتخاب کنیم که مقادیر ویژه  اي به گونهرا  kمدنظر باشد، کافی است  A Bk= باز سمت چپ قرار  صفحه مینهمگی در  −

)Re)گیرند  ) 0)iλ limکه  دهد میاین انتخاب علاوه بر ایجاد پایداري داخلی نشان  .> ( ) 0
t

x t
→∞

نی کلیه متغیرهاي حالت یع =
نیز به سمت صفر میل خواهد  باشد میلذا خروجی که ترکیب خطی از ورودي  .کنند میدر حالت ماندگار به سمت صفر میل 

   .نمود
   

)7 -4( ( ) ( ) lim ( ) 0
t

y t Cx t y t
→∞

= → =v v v
 

کلیه متغیرهاي حالت و  اما؛ پذیرد میبه صورت خودکار انجام  کننده کنترلاین بدان معنی است که تنظیم نیز توسط این 
که در اغلب مسائل کاربردي سیستمهاي  حالی استاین در  .شوند میسیستم به سمت مبدا یا حالت صفر تنظیم  هاي خروجی

 سازي پیادهاین مهم نیز با تغییر کوچکی در  .باشد میسیستم به سمت متغیرهاي غیر صفر مد نظر  يها یخروجکنترل، تنظیم 
   .شود میزیر محقق  صورت بهحالت  کننده کنترل

  :نمایش دهیم که در آن dyفرض کنید ورودي مرجع را با 
   

)7 -5( 0dy ≠  

   .کنیم میرا محاسبه  dyلازم براي رسیدن به  هاي وروديابتدا مقدار ماندگار متغیرهاي حالت و 
  ندگار در حالت ما

   

)7 -6( 
0

0
d

Ax Br
x

y Cx

∗ ∗

∗

 = +
= → 

=

v v
v& v v  

nاین دستگاه معادلات  m+  معادله وn + l  مجهول دارد و در حالتی جواب وجود خواهد داشت که ماتریس  
   

)7 -7( 0
A B
C

 
 
 

 

nر برابیا رتبه این ماتریس حداقل (تکین نباشد  + l اما با توجه به تعریف صفر انتقال این بدان معناست که سیستم ) باشد
0sنبایستی در مبدا     .، صفر انتقال داشته باشد=

ستی کنترل شوند یعنی مساوي یا بیشتر از تعداد متغیرهایی که بای rدقت کنید که با تعبیر فیزیکی، اگر تعداد متغیرهاي کنترل 
)باشند  y ها خروجی m≥l چرا که سیستم داراي تعداد  .بوده که از لحاظ فیزیکی مطابق انتظار است نا ویژه، این ماتریس

m=lدر حالتیکه  .محرکهاي مساوي با خروجی بوده و حداقل براي کنترل هر خروجی یک متغیر مستقل ورودي وجود دارد

پاسخ براي این معادله وجود خواهد  نهایت بیباشد m>lباشد یک پاسخ یکتا در معادله فوق صدق خواهد نمود و در حالتیکه 
این  .پاسخ وجود نخواهد داشت شود، در حالت کلی ها خروجیکمتر از تعداد  ها وروديباشد یعنی تعداد  m<lاما اگر ؛ داشت

   .که براي حل آن بایستی تعداد عملگرهاي سیستم اضافه شود افتد میحالت در عمل به ندرت اتفاق 
    1- 7مثال 

1با در نظر گرفتن فیدبک حالت  .سیستم ناپایدار زیر را در نظر بگیرید 1 2 2. ( ))r k x k x k x= − = − +v v ،سیستم حلقه  هاي قطب
   .یدبسته را تعیین نمای
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0 1 1
0 0 1

x x r
−   

= +   
   

v v&   

( ) 1 2
1 2

1 2

1 2

1 2

2
2 1 1

2 2
1 2 1 1 2 2 1

1 2

10 1 1
0 0 1

1
det( ) det 0

( ) 0

2 4
,

2

cl

cl

k k
A A Bk k k

k k

s k k
sI A

k s k

s k k s k

k k k k k k k
s s

+−     
= − = − =      − −     

− − − 
− = = + 

+ − + =

− ± − + −
=

   
2کاملاً به مقادیر  ها قطبمحل  1,k k  1مربوط بوده و در صورتی که 2 0k k− 1یا  > 2k k<  سیستم حلقه بسته پایدار  هاي قطبباشد

   .باشند میسیستم توسط کنترل فیدبک حالت کاملاً قابل تنظیم  هاي قطبکه مشاهده گردید  همانگونه .خواهد ماند
< 

  جایابی قطب :فیدبک حالت کننده کنترلطراحی  -7-3

2براي یک سیستم رسته دو مشاهده گردید که با انتخاب مناسب ضرایب ماتریس بهره  1-7با توجه به مثال  1,k k ،توان می 
2این توانایی به علت استقلال خطی  .انتقال داد Sاز فضاي  اي نقطهحلقه بسته را به هر  هاي بقط 1,k k  در تنظیم محل

اهده از طرف دیگر مش .برقرار است پذیر کنترل هاي سیستمکه در حالت عمومی نیز براي  باشد میسیستم حلقه بسته  هاي قطب
)شد که مسئله ردیابی و تنظیم سیستم به ورودي مرجع  )dy t  قابل تبدیل به مسئله تنظیم حول صفر به علاوه یک حلقه پیش

ر کلیه اگ .دارد Sسیستم حلقه بسته در صفحه  هاي قطبکه پایداري و سرعت پاسخ بستگی مستقیم به محل  گردد میخور 
سمت چپ واقع شوند، سیستم پایداري داخلی خود را حفظ نموده و نوع قطب  صفحه نیمسیستم حلقه بسته در  هاي قطب

 قرارگیرياز طرف دیگر محل  .)غیر نوسانی یا نوسانی( کند میرا مشخص  شکل پاسخ سیستم حلقه بسته) درجه یک یا دو(
بدین ترتیب جایابی قطب در عین سادگی یک روش مناسب  .نمایند میین نسبت به محور موهومی سرعت پاسخ را تعی ها قطب

   .آورد به دستکلیه خواص مورد انتظار از حلقه فیدبک حالت را  توان میکه توسط آن  سیستم است کننده کنترلبراي طراحی 
v لم( )*:   

)فرض کنید  ),A b یک سیستمSISO و مرتبه  پذیر لکنترn با ابعاد  يا ژهینا وتبدیل همانندي  .باشدn nT وجود دارد که  ×
  :پذیري کنترلآن سیستم به فرم کانونیکال  توسط

{ }1 1( , ), ,c c c cA b A T AT b T b− −= =  
   .قابل نمایش خواهد بود

  

   .تبدیل نمود پذیر کنترلبه یک تحقق کانونیکال  توان میا دقت کنید در اینجا یک تحقق عمومی ر :نکته
  

v  قضیه جایابی قطبSISO: 
)باشد  شده داده پذیر کنترل nاگر یک سیستم مرتبه  ),A b  اي چندجملهو یک ( )p s درجهn ) حلقه بسته  هاي قطبکه محل

)به صورت یکتا وجود دارد که معادله مشخصه ماتریس  Tkباشد، ماتریس بهره  شده دادهنیز ) کند میخص را مش )TA bk− 
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)همان  )p s یعنی به ازاي یک ورودي در سیستم ؛ باشد میاهمیت قضیه در یکتایی پاسخ  .گرددSISO رت یکتا به صو
   .دلخواه انجام دهد به صورتآورد که جایابی قطب را  به دسترا  Tk، ماتریس بهره توان می

)با استفاده از لم  :اثبات   :نویسیم می پذیري کنترلسیستم را به فرم کانونیکال *(

 

0 1 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

,
0 1 0

1

c c

n

A b

a a a −

   
   
   
   = =
   
   

  − − −   

L
L

M M M M M

L

  

Tحال 
ck  را یک بردار سطري با بعدn  و ضرایبcik در نظر بگیرید در این حالت:  

0 1 1 2 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 1
c

c c n cn

A

a k a k a k−

 
 
 
 =
 
 
 − − − − − − 

L

M M M M

L

  

  :زیر است به صورتمعادله مشخصه آن  باشد میچون ماتریس به فرم کانونیکال 
   

)7 -8( 1
1 1 2 0 1( ) ( ) ... ( ) ( )n n

c n cn c cp s s a k s a k s a k−
−= + + + + + + +  

)ن قراردادبا برابر  ) ( )d cp s p s= ضرایب  توان میik  را بر حسبia  و ضرایب معادله مشخصه دلخواه( )dp s تعیین نمود. 
)حال با استفاده از تبدیل همانندي لم    :میگرد یمبه مختصات اول بر *(

  

   

)7 -9( 
1

1

,

( )
n n c c

T T
c c c

T A TA T b Tb
T A b k T A bk

−
×

−

∀ → = =

→ − = −
 

   

)7 -10( 1T T
ck k T −=  

Tدو معادله مشخصه 
c c cA b k−  وTA bk−  به علت اینکه  .باشند میاستفاده شده همانندي  هاي تبدیلچرا که  .باشند مییکی

Tتنها یک 
ck  وجود دارد که هم ارزي معادله مشخص( ) ( )d cp s p s= بهره حلقه  .را برقرار سازدTk باشد می نیز یکتا.   

  

  روش مستقیم براي تعیین ماتریس بهره فیدبک حالت -7-3-1
Tمشخص شده است که .ه استمستقیم از قضایا استفاده شد به صورتاولین روش  T

T ck k= ، اگر هر دو طرف این معادله را در
  :ضرب کنیم داریم اي چندجملهعناصر 

   

)7 -11( 
1 1

1 1

T T
T c

n n

s s
k k

s s− −

   
   
   =
   
   
   

M M
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  :شود میسمت راست معادله از طریق زیر محاسبه 
   

)7 -12( 2 1
1 2 3 .... ( ) ( )n

c c c cn cl ok k s k s k s p s p s−+ + + + = −  

)که در آن  )op s  معادله مشخصه سیستم مدار باز و( )clp s معادله مشخصه سیستم مدار بسته است.   
   

)7 -13( ( ) det( ) det( )o cp s sI A sI A= − = −  

)براي محاسبه سمت چپ معادله، لم  .باشد مینمایش سیستم در فرم کانونیکال  cAکه در آن   را T .را در نظر آورید*(
1 از رابطه توان می

cT CC را محقق  Tاجازه دهید از روشی که  .است گیر زمانمحاسبه نمود اما این عملیات بسیار مفصل و  =−
)با استفاده از تحقق سطرهاي ماتریس تبدیل  Tدر واقع سطرهاي  .براي محاسبه آن استفاده کنیم ایم نموده )h s به دست 
y.را  ها خروجیکه در آن  آید می I x=v v  یا به فرم تبدیل یافته.y T z=v v به عنوان مثال اگر یکی از سطرهاي سیستم  .باشد می

3 به صورت 4رسته  22 3 1s s s+ + مربوط به شکل  Cسطر  پذیري کنترلباشد، با استفاده از تحقق کانونیکال  +

( )1 1 3  ضرب حاصللذا  .یابد میتحقق  2
1

1

n

s
T

s −

 
 
 
 
 
 

M
)در سمت چپ از تحقق سطرهاي صورت ماتریس تبدیل   )h s  به

  :یا به تعبیر دقیق ریاضی .دآی می دست

   

)7 -14( 
1 1

1 1

. . det( ) ( ) ( )

n n

s s
C T I T sI A h s Adj sI A b

s s− −

   
   
   = = − = −
   
   
   

M M
 

1لذا بدون حل 
cCC− قراردادمعادلات مشخصه را هم ارز  توان می.   

   

)7 -15( ( ) det( ) ( )T
clp s sI A k Adj sI A b= − + −  

  یا
   

)7 -16( ( ) ( ) ( )T
cl op s p s k Adj sI A b= + −  
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  : : پیوستپیوست )8

  :اه ماتریسیادآوري  3
  

 هر آرایه مستطیلی به شکل  :ماتریس - 1

11 1

1

n

m mn

a a
A

a a

 
 =  
 
 

K
M O M

L
  

که در آن  ija به صورتماتریس  هاي آرایههر یک از  .را ماتریس گوییم باشد میستون  nسطر و  mرا که متشکل از 
1, 2,...,i m=  1,2و,...,j n= شود می، نمایش داده باشد می.   

 ماتریسی که تعداد سطر یا تعداد ستون آن یک باشد یعنی :بردار -2

( )

1

1

m

n

b
B

b

C c c

 
 =  
 
 

=

v
M

v
L

  

Bبردار  .را بردار گویند
v  را بردار ستونی و بردارC

v ردار سطري نامندرا ب.   
  :به زیر بردارهاي سطري یا ستونی تقسیم نمود توان میرا  ستون nسطر و  mهر ماتریس با 

( )
( )

( )

11 1
11 1 11 12 1

21 2

1 1 2
1

...

...
...

...

n
n n

n

m mn m m mn
m mn

a a
a a a a a

a a
A

a a a a a
a a

 
        

         = = =         
                  

 

K
M O M M M M

ML
  

mرا ماتریسی با ابعاد  ستون nسطر و  mیک ماتریس با  :بعد ماتریس - 3 n× بعد یک ماتریس را در گوشه  .نامند می
 :دهند میسمت چپ آن نمایش 

11 1

1

n

m n

m mn m n

a a
A

a a
×

×

 
 =  
 
 

K
M O M

L
  

 :آن صفر باشد را ماتریس صفر نامند هاي درایهماتریسی که تمام  :ماتریس صفر -4

0 0
0

0 0
m n

m n

×

×

 
 =  
 
 

K
M O M

L
 

 :ماتریسی که تعداد سطر و ستون آن برابر باشد را ماتریس مربعی نامند: ماتریس مربعی - 5
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11 1

1

n

n

n n n n

a a
A

a a
×

 
 =  
 
 

K
M O M

L
 

 :آن بجز قطر اصلی صفر باشد را ماتریس قطري نامند يها هیدراماتریسی مربعی که تمام : ماتریس قطري - 6

11 0

0
n n

n n n

a
D

a
×

×

 
 =  
 
 

K
M O M

L
 

 :دهند مینمایش  nIآن یک باشد را ماتریس یکه نامند و با  قطر اصلی هاي درایهماتریس قطري که : ماتریس یکه -7

1 0

0 1
n

n n

I

×

 
 =  
 
 

K
M O M

L
  

نمایش  TAماتریس ترانهاده را با  .کند میدر ماتریس ترانهاده جاي سطر و ستون ماتریس تغییر  :ترانهاده یک ماتریس -8
 :دهند می

11 1 11 1

1 1

n m
T

m mn n mnm n n m

a a a a
A A

a a a a
× ×

   
   = → =   
   
   

K K
M O M M O M

L L
  

 :پایین قطر اصلی آن کاملا صفر باشد را ماتریس مثلثی گویند/ماتریسی که بالا :ماتریس مثلثی -9

  :ماتریس بالا مثلثی
11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn n n

a a a
a a

A

a
×

 
 
 =
 
 
 

L
O

M M O M
L

  

  :ماتریس پایین مثلثی
11

21 22

1 2

0 0
0

n n nn n n

b
b b

B

b b b
×

 
 
 =
 
 
 

L
O

M M O M
L

  

 :اعمال ماتریسی - 3-2- 1 3

 :با یکدیگر برابر باشد ها آن هاي درایه تک تکی مساوي گویند که دو ماتریس را در صورت :تساوي دو ماتریس - 1

11 1111 1 11 1

1 1

n n

m mn m mn mn mnm n m n

a ba a b b
A B

a a b b a b
× ×

=   
   = → = →    
    =    

K K
M O M M O M M

L L
  

 :ضرب یک اسکالر در ماتریس -2

11 1 11 1

1 1

. .
1.

. .
0. 0

. .

n n

m n
m mn m mnm n m n

a a k a k a
A A

k A k
A

a a k a k a ×
× ×

   
=   = = →     =   

   

K K
M O M M O M

L L
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 :یکی باشد ها آنتفریق نمود که ابعاد /جمع توان میدو ماتریس را تنها در صورتی  :دو ماتریس تفریق/جمع - 3

 

11 1 11 1 11 11 1 1

1 1 1 1

n n n n

m mn m mn m m mn mnm n m n m n

a a b b a b a b
A B

a a b b a b a b
× × ×

± ±     
     ± = ± =     
     ± ±     

K K K
M O M M O M M O M

L L L
  

  
 به صورتبردارهاي سطري و ماتریس دوم را  به صورتبراي ضرب دو ماتریس ابتدا ماتریس اول را  :ضرب دو ماتریس -4

 :سپس داریم .کنیم میبردارهاي ستونی جدا 

( )
( )

( )

11 1 1
11 1

21 2 2

1
1

11 1 11 12 1

1 2

1 1 2

...

...

...

...

n
n

n

m mn
m mn m

k k

n nk n n nk

a a A
a a

a a A
A

a a
a a A

b b b b b
B B B

b b b b b

   
    
    = = =    

            
       
       = = =       

              

v
K v

M O M
MML v

K
v v v

M O M M M M L
L

( )

( )
1 1 1 1 2 1

2 2 1
1 2

1

...

k

k

k

m m km

B

A A B A B A B
A A B

C A B B B B

A B A BA

   × × ×
   

×   = × = =   
      × ×  

v v v vv v v
L

v v v
v v v O

M OM
v vv vv

  

  
  :باشدباید تعداد ستون ماتریس اول با تعداد سطر ماتریس دوم یکی  حتماًبراي ضرب دو ماتریس 

m k m n n kC A B× × ×
= ×  

  :ي مربعیها ماتریساعمال  3
  

 :گردد میزیر تعریف  به صورتبراي یک ماتریس مربعی، دترمینان : دترمینان - 1

( )
11 1 11 1

1
1 1

1
n n n

i j
ij ij

i
n n n nn n

a a a a
A A a M

a a a a

+

=

×

 
 = → = = − 
 
 

∑
K K

M O M M O M
L L

  

  

ام jام و ستون iدترمینان ماتریس است که از حذف سطر  ijMکهاد  .شود میخوانده  Aکهاد ماتریس  ijMکه در آن 
  :آید می به دست Aماتریس 
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11 1 1 11 1 1

1 1

1 1

j n j n

i ij in i ij inij

n nj nn n nj nn

a a a a a a

a a a a a aA M

a a a a a a

=

 
 
 
 = →
 
 
 
 

L L L L
M O O O M M O O O M

O O O O
M O O O M M O O O M

L L L L

فذح

فذح

  
v خواص دترمینان:  

1nI = )1  
 . nk A k A= )2  

AB A B= )3  
TA A= )4  

v نکته:  
  :زیر نیز محاسبه نمود هاي روشبه  توان میرا  3×3و  2×2ي ها ماتریسدترمینان 

1a b
c d ad bc

=
−

 

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a
a a a a a
a a a a a

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )11 22 33 12 23 31 13 21 32 12 21 33 11 23 32 13 22 31a a a a a a a a a a a a a a a a a a= + + − + +

 
 :آید می به دستر معکوس یک ماتریس از رابطه زی :معکوس یک ماتریس -2

1 *1A A
A

− =  

  :شود میماتریس الحاقی خوانده  A*که در آن 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
11 1

*

1
1

1 1

1 1

Tn
n

n n n
n nn

M M
A

M M

+ +

+ +

 − −
 

=  
  − − 

K
M O M

L

 

v نکته:  
  :زیر نیز محاسبه نمود هاي روشبه  توان میو را  2×2معکوس ماتریس 

1
1a b d b

c d c aad bc

− −   
=   −−   

  
  

)با تریس که اثر یک ما: اثر یک ماتریس - 3 )tr A  مجموع عناصر روي قطر اصلی آن است شود مینمایش داده: 

( )
1

n

ii
i

tr A a
=

= ∑  
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 :تعریف نرم 3

 :آید می به دست، از رابطه زیر باشد مینرم یک بردار که به معناي طول آن تا مبدا  :نرم یک بردار - 1

( ) 2 2 2
1 2 1 2, ,..., ...n nv v v v v v v v= → = + + +v v 

 :گردد میزیر تعریف  به صورتنرم یک ماتریس  :یسنرم یک ماتر -2

max , 0
Av

A v
v

= ≠
v vv

v  

 :گردد میزیر تعریف  به صورتضرب داخلی دو بردار هم بعد،  :ضرب داخلی دو بردار 3

( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2
1

, , ,..., . , ,..., . . . ... .
n

T
n n i i n n

i
u v u u u v v v u v u v u v u v

=

= = = + + +∑v v  

 :گردد می زیر تعریف به صورتزاویه بین دو بردار،  :زاویه بین دو بردار 3

,
cos

u v
u v

θ =
v v
v v 

uv

vv

Rθ
  

  : صفر خواهد بود ها آنبنابراین اگر دو بردار بر یکدیگر عمود باشند، ضرب داخلی 
cos90 0, cos 90 , 0u v u v u vθ θ == → = → =

oov v v v v v  
 

 :عملیات سطري مقدماتی 3

  :تبدیل نمود Aمتناهی از اعمال سطري مقدماتی زیر به  اي رشتهرا بتوان با  Bگوییم اگر  Bرا هم ارز ماتریس  Aماتریس 
i: تعویض نماییم، یعنی باهمرا  jو  iسطر  -1 jR R↔ 

0k را در یک اسکالر iسطر  -2 i: ضرب نماییم، یعنی ≠ iR kR→ 

0kرا با  iسطر  -3 i: ام جمع نماییم، یعنیjبرابر سطر  ≠ j iR kR R→ +  
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